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vautiki 'Mx yjml 

2t should b« nottd that th« Partit« to th« Contract havt rocognizod thi 
Work and Roporta art covered and protoctod by th« Patents granted and r 
^Ing as specified In Paragraph V of vhe said Contract. 

I 
a   o 

- The order of work and experiments waa decided and directed by t 

Pra/tmr Hfnri CQANDA 

in view of the final drafting of the present report which waa drawn u,    .-^n 
his direct supervision* 

- The general drafting of the report and the technical and scientific ox ,     t- 
zation was undertaken by t 

Professor A.R. METRAL. Professor at the "Conservatoire National des Ar •   v. 
M^tiera" and the "Ecole Nationale Sup^rieure de 1 • Amement", and joint        • *•♦' 
with the late Professor ZERNER of research work concerning the applicat 
of a Coanda type bidimensional   flow, 

assisted by t 

Mr.  P.E. LEMQINIER. graduate In science, who studied under Professors  PC     :»« 
and J,  PERES of Paris University  (Fluid Mechanics and Aeronautical Techn L  IS';, 
Research Scholar st the French National Center for Scientific Research Rd 
holder of six diplomas  from Paris University. 

- The numerical calculus waa carried out by t 

Mr. J. GUllLClip. graduate in science, specialized in math^rtatic», «^inß'mt 
with the "Socl4t4 d'Electronlsme et d1 Automat I smeH, Mast«*" is^ikiSilP *> AS 
"Ecole Nationale Sup/rl.oure Mror-sutique", 

assist«^ by   \*f    "[»LyHIED and Mr.  CHAUVUy, stuo'&irtt ät \.U: ivft?i.it.y öl Scie-^*^ 
of  Paris UnWtrilty. 

- 

Reeponettl llty  for the practical  execution of the work and the accomplishment 
of the prograa drawn up by Professor Henri COAKDA wa»  taken by t 

Mrectets «f * sriil-aiAHüA", colleboiatlnq directly «1th Profeetor 
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Madam« M.  RIBEYK3LLES and fcx.  «. CAMtlk* mmr* •••!•<•# |» t*« 
raction of tha axparlmantal «ork  by  • 

Mr.   P.E.   LEmWIfcR - mantlonad 

Mr.  H,J.  GUIZOT.    anglnaar raaponttbl« tot mmm._ 
fcrnwr collaborator of Mr. Kadanacl  «nd mt. I. •Maiti. 

( 

Mr.   B- BRUNEAU.    ar^inaer-draftaflMM, ( mUOQMto ) 

Mr.  A. GRESSER.     technical  aultMnt, ( VOII^aOM^ ) 

Tha taste ware carriad out at  tha CÜANOA Cantar |r> IM %4.rA|ai **•*, tt 
Prdclgnd  (Sartha), with tha collaboration of br. htbtidi. a«id aa*lataf»ca, 
•ntrustad with tha tuparvision of tha Cantar. 

Tha  final make-up and typing of tha ranert waa ac.^.liahad by 
Secretary to the Managamant of SFERI-COAfiOA. 

Tha English translation was prepared bv Miss D. fa&QL Technical Tran«> 
later. 

All  the work involved in sifting and claacffylnc- lat .«suits,  plctting fa 
curves and preparing the drawings containvd In th;-.  •-^ort «as parfomad by 
tha SFERI-CCAMDA »earn,  at CLICHY (Seine), under ir, ^naanant supervision 
of  Professor Henri COANDA,  assisted by Kadama b. iHSMMMI and Mr. CARKJER. 

I June,   I ^7, 
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-    >t tlo«    -    tH« OOANOA fffMt. 

||Utn#A4tU«l •«•lytl« of  thm COANOA IffMt. 

e0lvr#Ml«>imy,       lAi^rleal calculu«. 

Imptrfncm  of 

^.^ I oration« on ilr*ct r*«ction «nd Its CO^IMM»««! «ith 

tr># r««ctlon r««uUinq fro» ihm CJtMDA Cffoet.    Inpertonco 

of viocotlty. 
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•  i» T•o»u c r « oi • 

fctmtc**%  •■p/r.»*ot*i»» autftl tl«ft .u» »• /tue»*« p6y«lqu*t thtforl- 
qu««d«r>t \,nm  vol» p«rf-lt^»nt drft«r"»lr>^«, i »avoir PutUi»«tlf>l» «voc 
1* in»lll*ur i»nd*f*«nt pens ill», d'un« .'-rr ..• clrt^tiqu» ou pot*ntl«]l* 
poux IA  citation d'on« quantity d* ir4>uv«R<*nt d'un fluid« «u »«in du- 
qu*l on d^slr«it fair* $e d^pl^cvr un corps plut lourd qu* 1« fluid«. 

Ayant ^t^ 1'un d«s prv^l^rs, sinon min-   1» pr»"*«!, h  vlkualli«r 
l«s ^coul»n«nts autour d'ob^taclcs l«s plus varies, 11 donn/ilt 1« 13 
Mai I^II, h   I'A^roclub, un« conf/r^nc« dans laqu«!)«, r»ndant c&not« 
de s«s ttrais d« 190b i  1911,   11 trnsttait n«tt«r*nt »n ^videnc« It r61« 
d« la quantity d« mouver«nt, grandeur physiqu«, vectoritll» orl«nt^«, 
alors que 1'^nexgl» cir»stiqu« est un« qu^ntlt^ ncalAir«. (L« rttxxmi  d« 
ce'te conference parut dans KA^rophlle" ou Ier Juln I9II). 

C'est apr^s la guerre d« 1914 que I'auteur, ayant longuement ob- 
serve les ph^non^nes a^rodynaniques accompannant. I'^misslon d'un Jet 

par une tuyere classique, corisid^ra qu'll ^tait possible d'obtenlr la 
deviation d'un jet fluide sortant d'une fente et cecl dans une direc- 
tion deterrt'lm'e par avance,  II erhalt ainsi le long du j«t une depres- 
sion analogue »  eelle qui existe sur I'extrados d'une alle d'avion. 

Dans l«s pages qui suivent nous expot«rons ce« «xp^riences ini- 
tiales.  II est Evident qu'fc partir d'une certaine ^poque, et notarr- 
ment apr^s la prise du brevet de base d« Nov«mbre 1932, 11 «st diffi- 
cile d« s^par^r les prugr^a dus h   1'experience nwli ou h  la thecri«, 
et qu'il y a «u cherinement parallele d«s acquisitions sur I'ensembl« 
de ce phenomtn« que 1'on caracterise depuis plus de vlngt ans du norr 
d'Effet COANDA. 

Le prerier appareil re'alis«? fut UP. propuljeur cie forjr« oglval#, 
solide de rpvolution et presentant h  sa partie sup^rieure un chapeau 
portant une f<3nte annulaire par ou le fluide aneno par 1'Interieur se 
döcharge dans 1'air arhiant.  La direction du jet a la sortie de la 
fente est nortpale h  l'axe du propulseur.  La photo A^ | ^t«^ pris«, le 
jet fonctionnant et une torchere productrice de fun^e opaque ^tant dls- 
po^^e en av^nt et lateralenent par rapport au propulseur. On ap«r<;oit 
aussitfit la furr^e opaque de la torchere aspir^e vers le jet dans un« 
direction presque perpendicul?ire h   la direction de celui-cl, puls «n- 
tralnee par diffusion vi^queuse dans le jet dont eile visualise alnal 

les cortours limites. -  Les filches irdiquent le mouver,ent du fluid« 

arrblant» qui est au repo1, avj d^but de 1'exp^'rience et i^ste au repo» 

a grand« distance du propulseur en action.  On soulicnera toutefols 
que 1'«xplcration h   la torchere de la z6ne du fluifJe antirnt en avant 
du nez du propulseur ront.re que toute ctte zone er,t emiiobee dans It 

phenorp^ne.  II y a done d^pr^ssion de toute la zftr.e en avant du pro- 

pul «eur. 

Par allleurs on volt r  terient la 'i: ruction .Je li deviation, le 
^et t*.rirlant Ji devenir tr^s  ^ploenerit par^ll^le I l'ixe du propulseur. 



• lüiMODucrtoa • 

At thm beginning  of th» ctntviry. Prof. Honry »Iro«^ dl- 
roctlng hi« oipori^ontal ro»o«reh u*  «oil •• his th«      ., physical 
•tud.ot toward» a «oll-doflnod goal, na^oly, th« utllicatlon arltn th« 
hlghoat poatibl« offlcloncy of klnotie or potential «norgy to Impart mo- 
•nontura to a fluid In which It la doslrod to tova a t>ody «hlch I« hoivlar 
tnan tho said fljld. 

Hovlng boon ono of tho flrat, if not th« vory firat, to viaualUa th# 
flow around virlou* typoa of obstacle, ha gav« a lactura at th« Aoroclub 
in Paris on May Ilth, 1911, in «hich, r«porting on th« tests he had made 
between 1906 and I9II, he clearly revealed the part played by monentum, « 
physical, vector quantity, whereat kinetic energy is only a scalar quan- 
tity.  (A suwnary of this lecture appeared in the "Aerophile" of June lat, 
I9II). 

It was after th« 1914 war that Henry COAN'DA, having studied at length 
th* aerodynamic phenotaena accompanying the emission of a jet from a classi- 
cal nozzle, decided that it must be possible to obtain the deviation, in a 
direction determined in advance, of a fluid Jet emerging from a slot.  In 
this May he produced a depression along the jet similar to that, existing 
on the extrados of an airplane wing. 

In tho following page« we shall describe these first experiments. Its 
stands to reason that after a certain time, and «specially after the master 
patent was taken out in November 1932, it becomes difficult to make a dis- 
tinction between the progress due to experimental work and that due to 
theoretical studyi  both contributed equally to th« further knowledge acqui- 
red on the phenomenon which has been known for more than twenty years as 
the COANDA Effect. 

The first device produced was a driving-head of ogival form, a solid 
of revolution having on its upper part a cap through which the fluid arri- 
ving in Hü int.-Inr of the head escaped into the surrounding air by means 
of an annular slot. The direction of the jet emerging from the slot is 
perpendicular to the axis of the driving-head.  Photograph A^ was taken 
with the Jet functioning an^ a torch producing opaque snoke placed on one 
side in front of the driving-head.  The opaque smoke fron the torch is seen 
being drawn towards the jet in a direction almost perpendicuiar to the di- 
rection of the Jet itself, and then being induced by viscous diffusion into 
the Jet whose outlin« is thus rendered visible.  The arxu«s indicate the 
movevient of the surrounding fluid, which is at rest at the beginning of the 
experiment aitd remains at rest at a great distance fron the driving-head 
In action.  It should be emphasized, however, that investigation by mean« 
of the torch of the ambient fluid in the zon*? in front of the nose of the 
driving-head reveals that the whole of this zone is also involved in the 
phenoi^non.  There is therefore a depression in the whole area lying in 
front of the driving-head. 

One can also see clearly the direction of th*» deviation, the jet ten- 
ding rapidly to become parallel to the axis of the drivinq-head. 
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•)  ju»  U J»t «tt d*vU »t coll« I U p«r©! <»•«• »in» oir#ccteA ••ntltl*- 
«•nt p*rr*rwliculatr« I e»lU <»• •• torti» d» 1« f»»»t» «»«»ul-ir*! 

t) qu'il er^« urw fort« d/pr»ttlor fns U fluid« «»bUnt| 

c) qw* c»tt» d^pr*»8lon prr.du;t  ur»« ml»» «n ff uv»n«nt  d» c»   fluid«,   !•» 
qu«l  est «ntrflln^ pat  U  fluleic  rrimair« du   )•!. 

o 

e   e 

La dauxi^rr« photographie  (21)  correspond h una das «xp^riancas  fai- 
tes tur un dispositlf da tuy^ras h daux  fantat suparjios^as.    On apar(,olt 
parfaitenent  la  fenta ir.f^rleura parca qu'alia se  trouva axactamant dana 
la plan diametral du cone da  I'jkincalla.    Toute« cas experience»  furent 
effectut'es,  en effat,  an appliqu.mt   la rw*ttode des rnfcre» de  l* Ingenieur 
g^n^ral  Llbes>crt avec  > Stroborama das  fr^res Laurent et Augustln Saguin. 
On rranifeste ainsl   la ph^non^ne ^l^mentaire Instantan^,   la cadence ^tant 
tella qua  l'ap^cüition des  phcnorr^ne»  iuper^oniques  soit rendue visible. 
La dur^e d'^clairanwnt ast co-tprisa en effet entra  la centitme et   le mll- 
liardleme de seconda. 

Sur la photographia on apar^oit  nattement  le  parfait  4coulerart  la 
long da  la  face poly^driqu© de  la  l^vra Inferieure seule allment^e,  et 
on volt apparaftre des ondes  soniques« 

o 

o   o 

Ayant alnsi caracttris^ en 4coulenent subsonlque at en ^coulement 
supersonique la ph^norfene physique, il 4tait n^cessaiie d'effactuar un 
certain nonfcre de masures qualitatives. Una succession d'oriflees da 
3 dlxi?»mes de millimetre fut perc^e sur les facettes de la tuyere poiy- 
^drique et dans la fente elle-rSme.  La Fiqure I precise 1» repartition 
exacte des prises de pression au nonbre de 20 sur la l^vre dt'flectrica 
forir.ee de cinq volets, et au ronfcre de 3 sur le chapeau dans ia fente 
elle-mfin«.  L'ouverture da la fenta fut conntamrrient. prise egale h  0,88 
millim^tre. 

Chaque prise flit relive 'i un tube manom<'trique, un tuoe r^ftr^nce 
donr.r-nt la pression atmospherl'iue et servant ainsi de z^ro aux lectures 
des surpressions ou des depressions, JUT la Figure 2 on a reporte les 
mesur^s piezometrlques en suivant le profil de la l?'vre deflectrlca j la 
pression au reservoir 4talt de 4,^2 atmciph^res. La liqne de ref«5r*»nce 
ast. prise de la^on que le profil merioien de la tuyere corresponde b   la 
pression at^ospherlque. 

On peut eqalenent tr cer de'> di agramres rectdnqui^i res, les 3b«cltse« 
repr^sentant les lon%"i«>urs d/velcppees des facettes succestlves et les 
ordonnees les mesures piezom^trlquesi. 

La figure 9 est relative h  uno pression M reservoir eg.ile fc I,62S 
atmos^-h^re.  Or. observe I'existenr« d'un*' d^pre'.aicn dans la fente, 



• > • 

•) UMC th« '»t it d#¥i«t«i «ntf cllrtgt to th« ■•11 In    »ctton «Mc« »• 
•or» or lot« porpondicultr to thot of tho oslt of V     •    wlti tloti 

b) thtt It prtyluco« t grott doprottion in tho tunourvling '..id; 

c) thtt thlt doprtttion producot t novonont of tht turrounc^nc fluid, thit 
fluid botny Inoucod by th« primary fluid of tho Jot. 

Tht tocond photograph (21) corz»tpondi> to ono of tht oxporimontt mado 
with »  dovico conslttiitg of t drivir.g- r.cäo with two slctt ont tbovo tho 
othor. Ono can soo tho lowor tlot parfoctly boetuto it ftll» Jutt in tho 
diametrical piano of tho con« mado by tho »park. All thot« exporimontit wore 
carried out using the «ihadow method of General Libotttrt with tho StroboraRt 
designed by tho brother« Laurent end Augustin Soguin. By this meant tht 
Inttantaneout, «lenenttl phenomenon can be recorded« the rat« of exposure 
being such that tho apparition of supersonic phenomena becomes visible. Tho 
actual length of one exposure lies between one hundredth and ono thousnnd- 
millionth of a second. 

The photograph shows cl«»rly the perfect flow along the polyhedral face 
of the lower lip which is functioning alone, and we note the appearance of 
sonic waves. 

t 

Having thus fixed the characteristics of the physical phenomenon in 
subtönie and in supersonic flow, it wat necessary to effect a certain num- 
ber of qualitative measurefrentt. A succession of holes of throe-tenths of 
a mllllmettr were pierced in the facet« of tho polyhedral nozzle and in tho 
slot itself. Figure I shows the exact distribution of these pressure-taking 
points of which 20 were on the deflecting lip formed hy f\ym  f»r»ff. and 3 
on the cap in the slot itself.  The slot opening was always taken at 0.88 mm. 

tach pressure point was connocted to a manometric tube, a reference 
tube givinn the at-^spheric pressure and thus tervlng as zero point for tho 
readings of over- or underpressure. Figure 2 shows the piezometrlc measure- 
ments following the profile of the deflecting lip; the pressure In the re- 
servoir was 4.32 atmospheres. The reference line i« taken such that the 
merld'an profile of the nozzle corresponds to atmospheric pressure. 

One can also plot rectangular diagrams, the abscissae repretenting the 
developed lenoths of the successive facets and the ordinatos the piezometrlc 
meisurenents. 

Figure b  refers to a reservoir pressure of 1.625 atmospheres.  In the 
slot a depression can he noted, w^lch Increases up to the point directly 
above the edge of the first f^ctj  then It decreases and passes through 
a minl-'utti before increasing aqain up to the point above the edge of the 

- 
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. 1. 

r«c*tt«( •% «infti #» »Mit«. 

SI   J*on »uginf 1« pr*»tlon «i*n»   It r^Mrvolr on fait  «»H^r-ftr» 
d«t   vlt*«t*t   «up*rtnnlqu««  A   1«   fvnt«  <J«   1«   tuy^r«.     C*«%t   c«   ju»  ->«nl- 
f#«t»  la  ÜfMi  Tbl**     L'lrtt«! l«tlon n«  p»r«wtt«n*   pat d*«nr*9l • tr*r  d«« 
pr*ts)ont tu^rivurat h 2  jf^'p» >-r»« at   1«  pratttcn «u r^sarvolr 4t«nt 
d« 4 «tmctphJtr*«,  aucun point n*«st  flqur^ h gauch« da 1*abaci»»« da  la 
prarri^r» arlta.     On obsarv» qua   la 3/pr»«««.jon pranant nalft»anca au  vclai- 
naca  i"-r-  *: .♦-  da   la pra^i^ra artta,   la rraxirrum da d^pra»»ton  »a «itua 
lei  an un  point da  la prcM^r**   facatta.     Mais  avant mir*  l'axtr^mit«  da 
ca'ta  praTii-ra  facetta  la  ph^notr^n»  a  rapri»   i'allura corraspondant  au 
r^qima »ubsoniqua.     La  vitassa du  fluid» ivoluant ast  torl)*:a an dassou» 
da   la  vitassa du  son  par  »uita da  i'aspiration du   fluiüa  ambient  avac 
rfchanga da quantity da mouvacant. 

e 

On a racherch^ k  caract^risar photcgraphiquerrent. la ph^nonr^na physi- 
que tout la long du volat poly^drique; pour ce fura on utlllsa la Stro- 
boröma dt'jä cit^ ci-da«»us, at la mr'thoda das ombres, avec photcor^phla 
directe, la plaque ^tant directer>ent. expos^e a I'^ciairage de ia source 
ponctuella.sans intarfcsition d'aucun appareillage. 

Les photographies (9) h (I?) correspondent h una s^rie d'axp^riences 
destinies h observer i'^coulemen: dans une tuyere, sous diff^rentes pres- 
sions d'alimentation du fiuide primaire, avec Evacuation h   I'air libre. 

La photographie (9) donne I'ombre das volets sans sucun Ecoulerrtent. 
Elle constitue dene la photcgraphie de r^f^rence. 

La photographie (10) ast celie de i'ecoulemont. du fluid© priff^ira le 
long du volet avec une vitesse inf^rieure *  celle du sen, la pression au 
reservoir Etant de 1,600 atmosphere. 

Li photographie (!l) correspond h un ^COMlerent du fluide prirraire 
ri une vitesse voisine de celle du son; pression au reservoir 2,^ atmos- 
pheres.  L'exHnen ^ If lou,0" lalsse appar^ftre quelquer. nr.des sonique«. 

Sur la photographie (17)   1'Ecoulemflnt correspond h  une vitesse su- 
p^rieure a celle du son; oression au reservoir 4,:> atmosph^-res.  Les ondes 
soniques sont ntttMMnl visit le». 

1 

Une  s4rie d'exp^riences,  entre beaucoup d'aufres,   a  ^t»'   poursuivie 
pour manifester   1'influence d^tetninant.e  des   anqles  de  deflection de   la 
l^vre  inferieure de  la tuyere.     Les  photographies de ces  ex()Eriences  ont 
6t6 effectu''es  lulVMlt le Tr,lre  prccessus  op^r'* tolra  et  .ivi.-c   le mfcre otro- 
borams,     Le dispositif uti li s4  4t.it  un  propjlseur  \  deux   fem.ts  suptfi^o- 
5<5es.     Comne  pr«?eedor"-»nt.,   mais   ici   pour   1,«   fente  •5up«'rleurf,   or,  apei(,oit 



• i • 

If mm  \rvnmt%9 trw pr«*«ur« In th« r«§«rvoir «• oeiain »upvrtonlc 
v«locltl«t at  th« tlot of th« noffl«.     Thl«  1« *t«t appvcrt In Fi^ur« 7b. 
At  th« MOttwtrlc «Qulpiwnt tftd not r»gi«t»r  rr»«-.ur«» «bov« 2 •taoaph*- 
r«t  «nd th« pr«»»ur» In  tn«  r«t»rvolr MI« 4 atnotpf^r»»,  no  figures  «f« 
thotm to ft«  Uft of tho «btcl««« of the  first odgo.    N» noto that tho 
d«praatlon atarta  in tho iioiodlata nolghhorhood of tho ft rat •<*;•,   Ita 
"Miriwai point occurlng MP—hf along tho 'Irat facot.    ftit ovon boforo 
roachlng th« and of thl»  ft rat  facat,   tho phanomanon roauawa a rat« cor- 
raaponding to tna aubaonlc rogirna.    Tho valocity of th« fluid haa  failan 
below th«  «paad of  sound owing  to  induction of  th«  aurrounding madium 
accempaniad by  a  tranafar of momantum. 

•   • 

M« «ought to fix tha char«ct«riatica of tho physical phanomonon 
photographically along tha wholo polyhedral flap, using for this pwrposo 
the Stroborama already mentioned and the ahadow method, with direct pho- 
tography, the plate being directly •*po««d to illumination fro« the point 
source of light without interposition of any other apparatus. 

Photographs 9 to 12 correspond to a aerie« of «xperimerts mode to 
observe tho flow through a nozzle for different feed pressures of primary 
fluid, which escapes Into the free air. 

Photograph 9 shows the shadow outline of the facets with no flow. 
It is therefore the reference photo. 

Photograph 10 shows the flow of primary fluid along the flap at an 
infrasonic velocity, the pressure in the reservoir being 1,600 atmos- 
pheres. 

Photograph II corresponds to a flow of primary fluid at a velocity 
approaching sound speed; reservoir pressure 2.2 atmospheres« Examina- 
tion with a magnifying glass reveals a few sonic waves. 

On Photograph 12 the **lo». velocity i«. supo.:?oni.c;  reservoir preysu- 
re 4.2 atmospheres. The sonic waves are clearly visible. 

a 
o o 

One series of experiments, among many others, wa? carried out in 
order to demonstrate the determining influence of the angle of deflec- 
tion of th« lower Up of the nozzle. The photographs of these experi» 
ments were made using the same process and the same Stroborama. Th« de- 
vice used was a driving-head with two slots one above the other. As be- 
fore, but in this case for the upper slot, the slot is clearly visible 
on the two first photos (18 and 19), because it was right in th% diame- 
trical olane of the cone of liqht made by the spark. 
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p^rf«U«Mftt c*tt« f»'t» »ur !•• d«ui pr»».*r»t p»»otogr»^lt« (19) »t 
(19), car «lit •• trowvalt •i«c(*«wnt dan* un plan is..«^tr .' K. con» d* 
^c;-.r»'«nt !• I'^tlncvll*. 

Sur la photogr«pM« (lb)  (prvstlon «u r^»*rvolr 1,6 atnotptt^r«), 1* 
voltt qul prrlong#ait la Uvr* lnf*rl«ur« im  U f«nt« fal»alt av«c I'ho- 
rizontal* un «ngl« d« plus dm  45* ; Im  r^tiltat «at n«t, car la Jat pour- 
suit rlir*ctam«nt sa trajactoira tans vanlr collar au volat« 

II an ast da mlma sur la photographlt (19) qui corraspond aux m4r*» 
caract^ristiquas g^om^triquat, saula la prassion au rtfsarvolr ayant varitf 
pour attaindra 4,30 atrrosph^ras, ca qui frit apparaltra das ondas sonl- 
quas h   I'axtr^mit^ da la fanta. 

Far contra sur la photographla (20) l'angia du volet a 4i4  diminutf 
da 1/2 dagr^. Sou3 la n4ma prassion, on ratrouve ^vidatmant las mAmaa 
ondas soniquas, miis la Jat viant collar h  la parol. 

Cas troi& photographias montrant da fa^on »r^s frappanta 1*influence 
primordiale de l'angle du volat avac la section droita de la fente. 

■ 
o o 

II ^tait alors particuli^retnertt Indiqu^ de passer des tuyeres exter- 
nes aux tuy&res internes, ce qui devait Imm^diatemant r^gulariser le 
fluide secondaire et s^lectionner les regions d'appal de ce fluide. Le 
montage r^alis^ sur la Figure B  et qui provient de la combinaison de 
deux photographies A, de l'appel de fum^e opaque de 1^ tcrch^re, pertret- 
tait, en premiere approximation, de se rendre compte de l'allure du pt\4- 
nom^ne dans ce cas. 

La suite de ce rapport indiquera les r^sultats obtenus lors de nos 
rocentes masuras effectuees k l'occasion du contrat slgn^ avec l'A.R.ü.C. 
On concevra ais^ment que la forme m£me de cas tuyeres internes emp4che 
toute visvslisatiori photcgraphiquc du phdncmine, 

0 

o o 

Ainsi sont parfaitement mlsas en lumi^re les constatations exp^ri- 
ner.tales relatives & T Effet COANDA, 

• 



- 4 . 

In fbeto9r«pft I» (r«f«rvotr pr*«»wr« I.* •!••)• %*•  fUp mmtm*- 
din« thm lommt  lip  of tf»« «lot «Mc «r «ngl« of *or» tMn «V .ith tr»« 
horltontal] th0  r«»uJt 1» quit« cU«r, for th« J«t continu^t on ttt 
straight trsjoctory. «Ithout bolng ooviatod and clinging to tho flop. 

Tho •««• occur» In Photograph 19 Mhlch corroapond« to tho saiao 
gooawtrlcal charactorlatlcs, «ncopt for th« proaauro In th« rosorvolr 
which has b««n raia«d to 4.30 atai.t thua caualng th« appaaranc« of sonic 
wavaa at th« «xtr«mity of th«> slot. 

On th« oth«r hand in Photograph 20 th« angl« of th« flap haa boan 
raducad by half a dagr««. For th« sama prassura, wa nota th« aama sonic 
wavas but tha jet clings to th« wall. 

Thasa thraa photographs damonstrata in a striking mannar th« 
ovarwhaimlng influanc« of  th« angl« mada by tha flap and tha croas aac- 
tion of the slot. 

■ 
O  O 

The next step indicated was of course to p^ss from external 
nozzles to internal nozzles, which would enable us immediately to 
channel the secondary fluid and »elect the rogiona from which it was 
to be induced.  The arrangement shown in Figure jj, and which consist» 
of two A^ phocographs combined, showing th« induction of th« opaqu« 
»moke from the torcri, gave us a first, approximate idea of th« aspect 
of the phenomenon in that case. 

The rest of this report will indicate the results obtained from 
tha recent m«a»ur«m«nt8 mad» in execution of the contract with A.h.D.C. 
It it, of course, evident that the shape of these internal nozzles ren~ 
ders any photogruphic visualization of the phenomenon imFOSsible, 

o 
o o 

The expei irrental  conclusions  reached  in connection with  th« 
CÜAMDA l-ffect  are thus clearly  illustruted. 
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OPOK    fMniJUf 

Oant e« qui  v« gulvr* «t pour rrfpondm mtn d«ai4«r«t« •xpriatfc  p«r 
!•• elauM« du eontrat poto4 •«.tro notro Socl^U ot  !»• oorvieoa do 1* 
A.R.O.C, nous «von«,  pour la noillouro eoaprtfhonaton do eo qul nout oot 
do>Mnd4t 4t4 obll0da d'lntorvortlr los pir*grapr>aa.    Effoctlvomont, c* 
• at an portent do ^airodynamlquo quo nous avona 4t4 «aOMa ft 4tabllr eo 
qui aujourd'hui oat eonnu aous  la d^nominaUon do l'Effot OOANDA. 

La problftao ostontlol du plus lourd quo I'sir pronant eppul aur lo 
fluid« anbiant,  conalsta ft erior pour obtonir la austontation uno quan- 
tity do nouvoment do cot sir ambiant,  oriont^a vora  la baa at dent la va- 
lour doit Itro au moins tfgala au polds da  I'apparall qu'il s'aglt do suo- 
tontar* mais on no s'imposo pas,  a priori» quo lo systfttaa qui  fabriquo 
cotto quantity do mouvomont aoit capable do transposor 1«  totality do 1' 
Impulsion obtanue par la quantity do mouvomont oriont^o vora  lo baa, ft 1' 
apparel1 ft sustantor lui^nime. 

A tout« quätttit^ d« mouvomerit correspond un« ^noryie cin^tlquo,   la- 
quelle correspond ft son tour en tout ou «n partie ft 1'Energie dont on die« 
pose.    Or»  tout« tfn«rgi« cinrftlqu« est proportionnelle ft un carr4 do vi- 
t«ssel  alors que  la quantity do mouv«m«nt n'ost quo proportionnelle ft  la 
Vitesse« 

Par conatfquont,  pour avoir une utilisation mtUleure d«  I'lncrgi« 
dont on dispos«,  11  faut quo la vitossy do la masse d'air touffltf« v«rs 
la baa aoit aussi  petite quo possible,  alors qua la messe miso en mouvo» 
m«nt doit Itro eussi grand« qu« possible. 

Meis  les appareils m^caniques qui  sont capables do mettre en mouve— 
m«nt do grandes massas d'air aoufflant vers le baa  sont trfts «ncombranta, 
d« dimensions trfts grandes et relativement tr^s lourds par rapport eu 
poida utlle ft transporter. 

Le preiniftre dee MtailMM qui «at apparua conm«  la plus fncile ft r4- 
allser en pertant d'un« Energie donn4e a conalsta ft crtfer cette quantity 
da mouvement en deux tampa.    Cast k dire transposor d'sbord (l*r tempo) 
I'tfnorgio dont on dispos« ft un system« imprimant ft une petite masse gazeu- 
se une vitesse relativomant grand«, et ensuite (2*nM tempo) utiliser le 
quantity do mouvement qui an eat Hsult4e pour mattro en nouvoment horl- 
lontalement un systftme d« grandes dimensiona agiaaent aur une grende maaao 
ci'air,  loquel systems an mouvement Impriatara ft son tour ft cette grand« mea- 
ee une vitesse relntivement faibJ«, ori«nt4« perpendiouleirement ft aon d4- 
placement, afln d'obtenlr le grande quantity do mouvement reohorohtfo dene 
oette nouvelle dlrtotlon. 

Cette solution est cello do I'ayion (Mllee ou r^acteur pour le pre- 
mier tempo ot dtfplacement horizontal do I'oneenble dos allot do I'avion 
pour r^alisor lo second tenpe). 

* 
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ClKfclUL     f^r^ICAL     SUfcVU 

(•••••••I<*I ••••••t»tat*» 

In th« following report «nd In ora«r to fulftl th« r»quirriront» of 
IN« cl»ut«s of Hfl contmct concludod botw«on ogr company and th» A.K.D.C, 
»»• nave found It n«c*fcf-ary, »o a« to facilltat» th« coiT«pr»h»ni:on of our 
work, to rcvorte th« order of two of th« para-jr^.h». For it was actually 
on th«? basis of aarodynamics that wo war* lad to establish what is today 
known as the " COANDA Effect ". 

The essential problen of tnachlnes which are heavier than air but sup- 
ported by the surrounding medium, consists in the creation in order to 
obtain the necessary lift of a downward mcmentum of the surrounding air, 
whose value mutt be at least equal to the weight of the machine to be lifted. 
However, it ooes not necessarily follow that the system which creates this 
momentum is capable of transforlny the total power obtained by means of 
the downward morrtentum to the flying machine itself. 

Every momentum has its correspording kinetic energy which in turn cor- 
responds wholly or In part to the energy available.  However, all kinetic 
energy Is proportional to a square of the speed, whereas momentuff. is only 
directly proportional to the speed. 

This means that In order to Insure fullest usa of the available energy, 
the velocity cf the mass of air blown downwards should be as small as pos- 
sible wh«rfedt th4 BUM ■W*^ * ^ ^^ ^ "w^icn should be as great, as possi- 
ble. 

But the mechanical apparatus capable of Imparting a downward motion 
to larne masj.es of air is very cumbersome, of very large dimensions and re- 
latively very heavy by comparison with the live weight transported. 

The first solut:->nj wMrh appeared as the easiest to realize starting 
from a niven quantity of energy, was that of creating this eneigv in t*»o 
stages. Tnat l* to say, first of all to transfer the available energy to 
a device imparting a relatively high velocity to a small gaseous mass ( 1st 
stage) and then ( inci. stage ) use the resulting momentum to impart a hori- 
zontal motion to a device of large dimensions acting on a large mas«i of air; 
this device in motion will then Impart a relatively low velocity to the 
large mass of air. In a direction perpendicular to its own motion. In order 
to obtain the grt'at tromentum desired in this new direction. 

This solution Is that of the airplane (propellor or jet for the first 
stag« and the horizontal motion of the whole airfoil accomplishing the 
second stage). 

7. 



L*«lr« 6-Uy#« Mr I'ntfllM «u l*tl***40 par I« r*^t^»r 4l*t  r»l»- 
clw*w««t d» f»tit*« dlMMlena, 1« vie««»« d» U ■•••• g»*mt— ortiit^ 
»ierliont«l*«»nt »«r« jnndc. Et po«J a«« iiwr^U ctr.««:l^u# raUtlmswnt 
4J*W« en obtlMt UM quantity da aauvaaane ralatlvaaaat falbla «a.» auffl- 
•anta pour itfeUcar 1'avlan. L'alra bala^a par Itt allaa da lUvion — 
trouva d^flnla par la aurfaaa fomta par I'aovarffura at la chtmin parcouru. 
Ella davlant alors trk» granda, at 11 aat done poaaibla d'obtanlr, par una 
•11a blan coo^ua, un falbla dtfplacaMant vara la b«a d'un« «randa »saaa d» 
«lr at par conatfquant una «randa quantl*^ da aouvaaant, at oacl pour ^^naiw 
gia dont on pouvalt dttpoaar au depart« 

H Y avalt dans la ea« da ea typa d'apparwll dau« fa^ona da panaar la 
probltat afin d'obtvnlr una granda alra h  balayat t  oalla da tra» grandaa 

Janvergurai at da vltatiai da dtfplaeamant horizontal rolativamant lantaa 
(solution d«9 pl«n«urs an gintfl),  at calla da la reduction da I'anvargura 
at augmsntation tr^s aanslbla da la vitassa da o.plaeamant (solution das 
avions an g^n^ral). 

U problem» 1« plus dtflicat k  rtfsoudra consistait alora dans la Hall- 
satlon da I'outil capabla da provoquar la mlsa an nouvamant da I'air at da 
tr^nsposar h  I'avlon I'affat da eatta quantity da mouvvmant. Cast ca qui 
a donn^ livu aux tftudas trh»  pousstfas das profils d*aila9 pour augmantar 
1« circulation tout an gardant la maximum da finassa« 

Mais tr&s vita catta solution "avion", qui paraissalt la plus facilav 
sa compliqua, Surtout lorsqu'on arriva aux apparaila da plus grandaa di- 
mensions. La construction at les exigences d'une infrastructure approprltfa 
ont pottf des probltmes extrlmemert eomplexas» 

D'une part, les questions de construction propramant dltea, de stabi- 
lity at de stfeurit^, l'^tablissamant et la connaissance des efforts da 
tous genres qui agissent sur les diff^rentes parties de 1'apparel1, l*tftude 
des gouvemea, las fatigues das mattfrisux, etc., ont obligtf les construe- 
teurs I des frais considerables. A tout caci se sont ajout^as des ques- 
tions de confort notamnent pour das drfplaceraents I grandas distances. 

De teile sorte que lea Halisationa sa sont t4vH6t»  n^oaatairement 
tree compliqu^es et fort longuas. 

II an eat result* egalamant un prin  da revient astrioanent eievä. 

D'sutra part, la granda charge par nAtra carrtf da surface portante a 
exigtf i a) l'obtintion de grandas Vitesse« avant da pouvoir dieoller, et 
b) le maintien de ces vitesses I I'atterriaaaga, ce qui a au pour Hsul- 
tat la construction da pistes d'envol bien orlent<es et da trk« grandaa di- 
sianaiona at tout un systiaw d'infrastructure tr>s important. Tout cecl, 
antre autres inconWnients, s fait encore augaanter la prix riel de la so- 
lution "avion". 

Cast pourquoi, presque en mtn»  ieopa, on s recherch< una dauxito» 
solution en pertant directement de la souraa dUnargia, pour aglr par una 
n^oanlqua delicate sur une aasas granda alra afin d'obtenlr la quantity da 
mouvaMrnt reoharch4e pour la sustencatlon, saohant dUvanea qua la randa- 
nent nrfcinique serait de baaucoup inf4riaur I la solution avion, at oa fut 

i 
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;•• •!>•« »-• i by tn* prop»! lor or Infijoncod oy tno jot boing of 
roUtlvol/ inall dimomions, tho velocity of thm  gotoout •«•• In • *orlio#>- 
tal Jlroct'on «ill bo high. And for *  rol«tlvoly hl^h kinotlc onoryy wo 
obtain » reMtlvtly f^«!! monmnVjn,  but onouyh to novo tho pl«no.  Tho 
aro« fwopt by th« wing» of th% piano 1» dofln«-. a» ho »urfaco fomod by 
Hit «pan and tho diatanco travollod.  This m/   i». /«ry largo and It U 
po.-Mibla by moina of a »»oll-<ioai3n«d wing, to  tjln a »mall downward 
velocity of a larjo -nass of ilr, and consa^uoiitiy qraat manontura, all of 
wh'ch cwio! frorr the energy »hlsh was availabl« at the itart. 

In thr case of thlt type of machine, there were two way» of looking 
at the prollem In order to obtain a largo sweep area : either there rrwst 
be very gre-it siiö.is but relatively «low horizontal speeds (in general the 
gllier soljtion), or the span must be reduced and the speed very greatly 
Increased (genwral alrplme soljtion). 

The most tricky problen which had then to hr  solved was that of fin- 
ding the Instrument capable of setting the air In motion as desired and 
transposing the effect of Its momentan to the plane. This is what stimu- 
lited tho very Intensive study of wing profiles to Increase air circula- 
tion while still retaining maxi'num lift-drag ratio. 

But this "airplane" soljtion, though appearing the easiest at first, 
•oon became complicated. Especially when it became a question of larger 
machines. Their con^trjction and the requirements of an appropriate In- 
frastructure set some extremely complex problema. 

First of all the problems of construction proper I questions of stability 
and security, the deternination of and allowance for all the various types 
of stress affeeing the different parts of the machine, study of the con- 
trols, of the fatigue of material», etc... led constructors into conside- 
rable expense.  To all this were added probians of comfort, particularly 
for lon^-Jistance flights. 

For thesu rejsuns 
piloted and also took a long time 

the maC'iliioi constructed neze Inevitably very cofri- 

As a reoult, prime costs were extremely high. 

In addition, the heavy load j- . 
demanded :  a) the obtention of h > 
malritenjnce of those speeds on ItlKLl 
tion of runways oriented in def % 
and | whole very extensive sys*Q':i 
oliivr i'lconv^n't -nces, again inc.'? 
solution. 

*•   e meter of carrying-surface 
. before take-off and b) the 

M     s necessitated the construc- 
ons and of very larges dimensions, 
rructure.  All this, among 
»'ime coats of the ,,ai^plane,, 

This Is why, almost at the same time, a second solution was sought. 
In which direct use would be made of Lh« source of energy, acting by means 
of a delicate mechanism over a fairly large area In order to obtain the 
mon'-ntum required to lift tho machine, although it was of course realised 

- 



I» tolutlen dm PMllcept^r* (gyrorl«"».  «utowr», »U....)»  »v^ IOM« 
U«  ^no:i»*»   |nconv^nl»nts   (-xjtartwnt   1«   faibU pofttlttllU «• vlUtt« 
hoilzonttflc)  «t  !•• «r*nd*t eorpl I cation« ff-c«rl'u»t t4u« e*Il*-Ci  com- 
port«. 

Nous «vor.«  «lor« «nvitag« un« troltiim* lolutlon, qul   contlttoralt 
\  T'H'iffT p«r un moy»n »ImpI»,   tan« cwppllcatlonR m/c*nlqu*tf   la tr-n«- 
mtttJon  la plus dlracta po»'Itl# da  I'tfnargl* dont  on pouv«lt dlsposar 
h un« qronda mass« a'alr,   laquall« mass« tarcit d^pl^c^a v»ra  la baf I 
un« vltesse aussl  r»'dulta qua possible mal« qul   pourrwlt  aussl   Imprlmar 
une gründe Vitesse hori/ontf-le o  1'appareil* 

C'est cotte idee dlrectrice qul  a guld<* nos Etudes,  dont  la r^sultst 
est ce que  I'on  norfne  aujourd'hui   l"Effet COANDA", 

En d'öutres termes,  nous avor.s cherchc'  s'll 4talt  possible,   pour une 
Önonjie donnt'e,  d'obtenlr,  entre autres choses at sans  1* Intervent I on de 
systemes r^caniques,   1«  plus gr-inde qu.intlt^ de mouverent  possible dont 
1?  väleur ser.-it sup^risuie au poids de  l'enserblc,  et cecl   en agitsant 
directenent  sur   I'air  anibiant, 

Cec!   nous  a conduit  ^  rechercher corsient  I'on pourr.'it ^ventuellenetit 
se servir de  l'^nergle cint'tique d'un jet  cuzeux,   laquelle bien enplcy^e 
et dans  des conditions bien d^finits,  serfiit en nesur» d,8nir directenent 
sur  I'^rbiance com* ncus  le dt'sirion«. 

II  ne  s'agl^sait  pas,   par consequent,  de cherchei   sirtiplenent,   tans 
choc  sur une  paroi,   h d^'vier un Jet  fluid«,  nils de  1'amenar h  transpotgy 
dir«cter.«nt l^nergie qu'il aurfiit anragaslm'e,  i un« gründe  partie de  P 
air  äHibi-nt aflr. d'lmprirrter h celui-cl un irouver.ient orientt' dans   la di- 
rection que  l'on öurcit  pu donner au jet» 

Pour atteindre ce r^sultat il  fallalt   faire en  sorte que  le Jet, 
apr^s  sa  sortie d'un canal d'amen^e,   fut mis dans un ^tat tel que pax  la 
foible  prespion qui y r^gner-'it et qui  devait Itre  inf^rieure a celle da 
I'anbif-nce,  11  puisse fitre capable d'aglr sur colle-cl en 1'antratnant» 
non pas unic.uetr.ent  par  frottenent rals  bien plus par  l'action de  la dif- 
ference de pr»*f.sipn existant entr« cellp de  I'&r-ibUnce at celle du Jat. 

Teiles  sont  les donnces guncrales du  probllma que nous  nous  £tiona 
pos/-   Icrsoue  nous  avons conxnenc^ nos recherches. 

Nous  avons  pens«'- que  1«  solution consisteralt  i chercher,  une  fol» 
le Jet  sortl  de  son cannl d'aMem'e,  h  le  faire circular dans ura  tuyere 
asyrr/trirue,   h  savoir une  tuyere dont une das  paroi»  ser.lt   reelle,   l'au- 
tre flctlve ^tant r^alls^c par I'anbianca gazeua». 

En soi.jtifc,   l^L'tui Counda til un ena«f.iblc da pti«mof>&ne8 da M^Btntnill 
des  fluides dfls ä  l'action r^clproque de deux fluidaa,  dans la cas ou ct~ 
lui  qul  dolt entratner  I'autre ast  amen^  &  clrculer le  long d'una tuyfera 
asyrr<'trlquc. 

Cet "Eff«?t" est  en definitive  la r^sultat d'un«  tr^s  longua s4rla da 
con'itatatinns  et d'etv;des con «nc^at un peu apres  le d^but du sl^cla, 
rrals oui  ont  «?t£ plus  pai tlcull? rerent pouss^as dapul«  1932» 

———11 ii» - 
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fr*» tf out—i t**i  tM Mchanle«! •ffiel»f»ey «ould to» f«r to»le» t#i«t 
of v*  alrpUn« »olutlofi. This ««cond »olutlo«! ••• t»»«t of tho hoi ««.op» 
t»r (qyropUn«, »tojyro, otc.) »Ith «11 th« oroot dl««dvjntr|o« it 
Involvod (otpoclally th« rodueod po««lbilltto» of torltontol tpood) »rwi 
th« oxeostiw noch^ntc«! eo^rMc«tJon. 

So »»o th»n b^gan to con*ldor a third solution, which Mould consist 
of finrUng a si^pls dovics, without mechanic*! complications, for trans- 
po'.n-j tna anorqy ITttlOil a» Mroctly as possibl« to a largo mass of 
air, which mass would r»« sot in downw.ird .-notion at i  »^ud as low as 
pof'-lblo but which would ^ 1 so bo capable of imp-irtirvj groat horizontsl 
spaad to the macnino. 

This w^s the idea which led to the investigations that resulted in 
the disco/ery of what is today known is the COA.DA Effect« 

In other words, we set out to study the possibility of obtaining, 
for J given amount of energy, .und among other things without the inter- 
t.ion of mechanical ele-nents, the qreatest posrible mo'.entum, thf? value 
of which v/ould bo greiter than th« weight of the whole mchine, by direct 
action on the surrounding air. 

This led us to seek a means of utilising the kinetic energy of a ga- 
seous jet, which, used in the rlaht way ^nd in definite conditions, would 
be capable of acting directly on the surrounding air in the desired manner. 

It was therefore not a case of simply seeking to deviate a jet of 
fluid without causing it to strike a wall, but of persuading the jet to 
transpose its stored energy directly to a large part of the surrounding 
air in order to set this dir moving in the same direction as that given 
to the jet. 

To achieve this result we had to obtain that the pressure in the jet 
after it left Its conduit should be low, lower than that of the surroun- 
ding air, which would «»nible the et to act on the surrounding air and in- 
due» it, not only by surface friction but above all due to the effect of 
the di f fert-nce of pr^s^ure between th-» led and the surrounding atTiospher»* 

These were the aeneral data of the problem which we had set ourselves 
at the beglnninq of our reiejrch. 

A'e thought that the best solution would be to rr^ke the jet, once out 
of its conduit, flo"; through an asymnotric nozzle of which one wall would 
be real and the other fictitious, being formed by the ambient atmosphere. 

Actually, the 00M8M Effect is a combination of phenomena in the 
sphere of fluid mwrhmlr!; duo to the reciprocal ncUon of two fluids wnen 
the primary, Induclnc; fluid is made to flow along an asynawtiic norzlt. 

In fact , this "Effect" is the result of a very long series of inves- 
tigations and raseirch work, b^un ■ little after the beqiminq of the 
century but pursued most intensively since 1992« 

./. 
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OMW Im cadr« du {**•**% •up—4 11 m •••'ilr» ^M d» l'^tud» d» 1* 
•ctlon r*«1proqw« d» d^*« 9««, •'••% I dir« d« d«w«  fluid*« eon^r»*»!- 
bUt «t plu* partleult*r«c««tt d« l'alr.    O <ftudl*r« «UMI   !•»   n--»♦• 
d*« pottltillU» d* transposition M P^norgl« ctn^t» .u» dont p«ut d|«- 
pos«r un ci/ i»  falbl* ••■■•  l-nc/ & at.wKt« Vttdttt ^ "»»"' «utr* »*•*• 
b#aucoup plut qvnäm, »n vu« d« son utilisation k 1* resolution d*un irt — 
blkrm bi*r d^flnl. 

'.0115 n'.ii-. sonnst tout dm suit« hsurt^t su fslt qu« nout n^vions qu* 
uns ld.'# ti'vs approxiiruit! v* ds es qu« pouvalt Itrs l'alr st sn g^n^rsi un 
gaz qui  sn plu»  ss comports com« «'ll <talt opt 1 querent  vlds. 

CMS  savens-nous d'un gsz 7 

Psrsonne n'a Jamals vu sa  structure,   psrsonn« n#  salt cor.jsnt  sont 
faitss sss nolf'culvs,  a  fortiori  psrsonns ns  Idi s v<j «• mouvoir( st 
pourtant,  od a Stabil dss  lois ds coc.portsmsnt aux(|uvllss es g**,  c'sst 
h dir«-  l'snüsmbl« ds sss mol^culst,  parett r^pondre asr.sz coirecter-nt. 

Pour «^tablir css lois,  on a dO 4r>sttrs un grand nombrs d'hypoth^sst 
qu!   apparaisssnt, dans csrtalnss  limitss,  Justifi^ss quant h   la  struetur« 
interns du gaz, mais qui  nous  laisssnt dans l'ignorancs totals de es qu* 
ost physlquerent un» nol^culs,   alor« quo estts cornalsr.ancs nous apparaft 
ssssntislls. 

Cette n-ollcul« qui  sst h  la bass d« la structure Interns d'un oaz 
sst csrtainement tr^s particullfers.    EUs doit Utr« d'une coniploxit^ tr^s 
grinds,   ferr/e de protons, ds neutrons,  de masons de  tous genres, d'Elec- 
trons, entour«'s ds champ« de force de natures diverses st dlsposant cer- 
tain?nent d'une <$nerrjie propr«. 

Ce sont des populations  (au sens statistiqu«)  de telles molecules 
qui   se groupent pour  faire ce que  nous appelons un gaz. 

f/ine groupies on las  suppose cependant parfaite.w nt  ind^pendantes  1«8 
unes des autres,  ayjnt chaeune un« Energie propre  laquelle se   nan 1 feste no- 
tamment par de« mouvenents de d^pl^ce^ent rapid«,   apparsmment rectiligne«, 
«t cecl dans des espaces  libres qui  sont propres aux caract^res  physiques 
d« leur groupennent. 

On les consldore 4galament comme caract4risE«s par leur masse au re- 
posf par Isur charge (5l7ctrique, par l«ur moment d« quantity d« mouvsmsnt 
de  rotation  (spin),   par Isur moment msgrK-tlqu«. 

0« plus,  on constats qu'sllss ont la faculty,  sous certsines actions 
ext6rieurest de pouvoir accumuler des quantltös Enormes d'Energi« quellet 
r«stltuent k cent pour cent lorsque le« conditions d'origin« sont rEtablles. 

On con'.tMte Midi qua sous  I'action ds forcss «xtErisures et i I'Etat 
de grjupement,   laur nombra «st id«ntliu«  lorsqu« c« sont   l«t mftm«B condi- 
tions qui   leor -.ont.  ImposEes  (et cecl quels que solent  leurs origines ou 
leurs polis).    On constate enfln -ju'elle« s« transmettent de  l'un« h  1' 
autr«  leur exctdent d'.'nerqi» afin d^rrlver toute« au :nlne dsqr^ EnsrgEtl- 
que   individusl« 

■ 



• 4 • 

•ItMn tr* tr«f» *f  "• v€—**  •wrwn •• «»»«J1 •,,> •t,—f. 

flwltf» «nd «or« ^rtirvl.rly of «Ir. •• tMl! tr*« »tudy »^ I '!«• 
•ItMr «Meh It U poitUI. to HHlfct «* Miwtle T«**—. 
in . MMII Mt» of 9«« irlvon «t or»«t »p^d to «iiothor »«d «ich gr»»- 
tor •*»», !r VI-H. of utlng tMt to »oly» • «•ll-dofln^J proMo«. 

To b^ln with, «• l-!P»4l<toly •luatl^d ov«r tr.o f«ct U .t »w only 
had a v«ry ^fffMlaMt l^oa of the r«»! n«tur* of «ir or, lr. gonor^l, 
of gas *Mch K«havo» is if It ««r» optically »«rty. 

What do ••• know about gasos ? 

No on« ha» ever seen their structure; no one know» how their Wtm 
lecuJes ar»« ff^de; a fortiori no one has seen thefri aove, and yet law» 
have been esUoli shed for the behavior of gases, that is to say of the 
molec il^r agqrsgate» of which they are formed to irhicn tnese Tpp«ar m 
larce ftieosur»' to confonn» 

In order to establish th^se laws a nv.nher of hypotheses had tc be 
made «filch appo.ir »itMn certalr ll.-.its to be justified as rtgjrds the 
internal structure of fMMf hut which still le^ve us in conr-lete icno- 
rance as to Ue real physical nature of a PWl rvle,which question ap- 
pears tc us, however, to be essential. 

This rro.'ecule, wh:ch is ^th«» hoslc element in the internal struc- 
ture of a gas, must bv  a very  special tt ing,  it is e?tr^ordinarily 
cor.plex, consl«!tinq of protons, neutrons, mesons of all sort», elec- 
trons, surrounded by fields of force of different kinds and certainly 
possessing its own energy. 

These mclecules group Uenselves together in populations (ir the 
statistical sense) If order to for^ what we call a gas. 

tven when grouped, we assume that they are perfectly independent 
of one anotfer, each one having, ,is we s id, its own proper enerry 
which r-Kinifests itself in Ue rapid and apparently rectilinear tr.nsla- 
t.rn of HH rrolpcule along tha  free paths depending on the physical cha- 
rüctfrIstics of the grcup. 

They HN ^Iso consioered as characterized by their mass at rest, 
their electric charcc, the moment of their rotational morentum (spin) 
and by tfeir maqnotlc moment. 

In adciltion, m  find that Uey are cepnble ur.-ler certain external 
InfluonOM of .Tcrumulatlng enormous quantities of enercy, which they 
give up ag dn efltitily ( 100 %  )  on restori-tion of the orlc inal condi- 
tions * 

.Ve U'-o note tt at, .-hen nrcuped, tf e aogrenate will, unde* tie icticn 
of exterrtl forces producino the same prevailing conditions, jlwjys con- 
tair. tt <• S'r>c nurnt,« r ff moleculos (regardless cf t'eir orinin or tv eir 
weight).  They also transfer their surpluv enercy to one anotter so that 
e-.ch on«- aC'.uir»ctte same dearec of enercy. 

./. 
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U d^viopp^wint d« certain«« tftdorl«« pr»v«l'|w«t condultlt • !•• 
tl44r«r con-» parf«iU—nt sphirl iu««) c«l« pourralt mneon  ••iJ*»ttr« potr 
d#» gas monoatool7u«at «n aupnoaartt QU« l'atoa» aat »phiriqum,  «at* I'ny- 
pothita nt •• justtrt« dijk plus pour (tot gas dlatoml|u«t. 

On a voulu 4galMwnt !•• concavolr comm  parfalt«mant duraa at 41a*- 
tiquas, mal« an 4tiidlant !•• variations dot co«fricl*nt« do vi«cosit4 «voo 
la tt-np^raturo, 11 • fallu adnottro quo lour diaaiktro hypotMtlquo diainualt 
avoc la tomptraturo; d*t lort, allot no pouvont pat ftro parfaltomont durot 
ni «Mattlquot. 

On ott done arrlW, pat h  potf h  uno concoption qul paraft Itra plut 
justo en admollanl qua ess ael^eulot ft Plnt^rlour du gaz. avoc tout lour 
bagago do chargo ^lodtrlquo ou magn4tlquo, lourt rotations, l*urt vibra- 

tions, «tc j^mLÜa inviwf'wn^ Hin t tf«y 1tomm&   eil*s 

ropr^ttntoraiont alnai avoc lour doplacomont un tout aytnt «a propro quan- 
tity do mouvomont, ot l'on dovralt dh»  lort eonsld4ror quo dans un gaz 11 
s'agit do rayont-moltfculot, c,ott k  dlro do corpuseulot teeompagntft do lourt 
"ondo« atsocl^ot", ayant chaeuno, coomo nout lo dlslcnt, ton tfnorgit propro. 
Cost dlrs lort, pour nout» d'un ftltcotu do rtvont-«ao^<culot dont on dovralt 
parier loraqu'il t*agira d'un tfcoulomont gazoux. 

Nout vorrons plut tard lo comportomont d'un toi faltcoau do rayont- 
niol4cules on pr«tonco d« paroit solldot. 

Pour lo momont, r^eapltulons co quo l'on a pu 4tabllr cooimo loia pour 
un ortomblo gazoux, ot plut partlculliromont eollot qui ont pu Itro plut 
ou nojnt verlfl^ot par la thlorlo dn^tlquo dot gaz, 

Cotto th^orlo », on faltr 4t4  *mlt« dkt 1658 par Gattondl, dt Lyon, 
(Syntagma Phllotophlcum, Lugdlni 1696) lortquo colui-clt on oxamlnant lot 
diff<rontt 4tatt do la matiftro ot la paatttion d'un 4tat dant un tutro, 
<mit la promiftro hypothkto da l'^norglo cln<tlquo Intomo do la matiftra. 
Cast lui 1« veritable pftra da catto thtforio, dont Injuttomont on t cr4dit^t 
cont ant plut tard, Hoock ot Bomoulli« 

Malt coux-cl ont, ft lour tour, 4none4 pour It promtftro folt lo prlnci- 
po suivant loquol la prottion doa gaz tur laa parola d'uno capacity 4talt 
duo aux impacta da partleulot tur laaditat parola« 

II faut attondro onooro un alkcla pour voir un Joulo, un Cltuslut ou 
un Maxwall (vort 1859), roprondro l'ltudo du mimo tujot. 

Clautlut ctlcula d'uno fagon ataoz pr4clao lot rolttlons tntro U prot- 
tion, la temperature ot lo volume, on admettant pour tot calcult quo lot 
tnol4cules ont des dlmontlons Inflnltitlmalot« XI Itabllt mlno lot deux es- 
p^cos do chjleur tp^clfiquo, on admettant quo lot molecules n'ont d'autro 
Energie que cella do lour mouvoment dant 1'otpaoa« 

Clorok Maxwell, ft pou prfts au mlma moment, präsente ft la Britlth Att»« 
elation d'toordeen sa famouie loi tur la distribution dot vitettot dot mo- 
lecules dans un gaz* 

- 
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Ihm amwlormmri  of ctrtftirt phytic«! tN»orU« 1«4 to tto ••»uapiion 
that tf'«> ««r» porfoctly sphortc«!. TMt alght possibly bo truo of «ono- 
to«!c g«»»», attualn« that tr« atoai It tphoxlcal, but tho hypothosU la 
no longar tanabla whar tha w>lacula« ara fonnmd  of two or «oro at< 

Thoy «ora alto takan to bo porfoctly hard and alaatlc, but a study 
of tho variations of tho viscosity coofflclants witn ehangas In taaipar»- 
turo rovaslad that thair hypothetical dlanatar dlirlnlshod »1th tha In- 
craasa of tha tamparaturo} thorafora thoy could noithor ba porfoctly hard 
nor porfoctly olastlc. 

Gradually wo roachad a conception which appears to ba more correct, 
by assuming that these molecules In tha Interior of a gas, with all thair 
Izsd  sf electric or magnetic ehargos, thair rotation, thair vibration* 
etc., must Qa intimatolv linked to thair own ractilinoar motion. Toge- 
ther with their linear translatlon thoy represent a whole which has its 
own momantun, and wa ihojld therefore consider a gas »f consisting of 
molecule-rays, that is to say particles accompanied by their "associated 
waves", each one possessing, as wo said before, its own energy. Conse- 
quently, whan dealing with a gaseous flow, we believe that one should talk 
about a pencil of iRolecule-ravst 

We shall discuss the behavior of such a pencil of molecule-rays in 
the presence of solid walls later on. 

For the moment let us recapitulate the laws which have bean established 
for gases, and in particular those which it has been possible to verify, 
more or less, by means of the Kinetic Theory of Gases. 

This theory was actually put forward in 1656 by Gassendi, at Lyon, 
(Syntagma Philosophicum, Lugduni, 1658) . While he was studying the diffe- 
rent states of matter and the change from one state to another, he put 
forward the first hypothesis concerning the internal kinetic energy of 
matter. He was the real originator of this theory which, a hundred years 
ister, was unjustly attributed to Hook snd Bernoulli, 

However these two men, in their turn, first stated the principle 
according to which the pressure of a gas against the walls of tha contai- 
ning vessel is due to the impact of particles on those walls. 

Then we have to wait another century before we find a Joule, a Clau- 
sius or a Maxwell (towards IB59) reverting to the study of tha same subject. 

Clauslus calculated the relationship  between pressure, temperature 
and voluitw» fairly accurately, assuming for his calculations that molecules 
are of inri;.itcsimal dimensions. He even determined the two types of 
specific heat, assumincj that molecules have no other energy than that of 
their motion in spac«. 

At about UM same time, Clerk Maxwell, before the British Association 
at Aberdeen, presented his famous law concerning the distribution of mo- 
lpcul?r velocities in a gas. 

•/. 
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Hr »nmlpgi* »vc  l*hypoth^*t tormtl4* par hromn  («t «U« «n 4vt« 
c« p«r !•• •>p4ri«ne«t d« Ovltau« «t Gouy «n 10/7 «t tfont la th#ort« mth4~ 
••ti ;-«• « 4t4 fait* par Elnttaln «t Savluehowaky an I«»), Kapplar, an 
1938, •*attacba k  d^aontrar qu*un ph^noa^na alMlalra aalata dana l*atr. 

Aln«if «u warn wnt o    la Hro.aataür A. MfcTRAL pHaantalt aon afool« 
ra >ur I'Jffat OOANDA «u Vtom  Corvjr^a Ja la M6caniqua Appll ju^a, 4 Maaaa- 
chuaatta» Kapplar ayant conttrult on*  b»l«nca d« toralon •«tr^ma-nant «ansi- 
bla monttfa aout vld#, anra^lstralt tur un film d«t choca irht  ltr^9uliarav 
ads «nt ra>^t »tcl^culaa qui sa trouvant ancora dans la cspaclttf qui antoura 
aa balinca at mat atnsi »n ^vldanca la nouvvmant Brownlan dans 1'air, 

Aijjourd'hul, tn rastant dans la cadra d«s Lola Nawtonlannaay at an ad-» 
mattant qua las dimensions das moltfculas sont InfinitlsiiMlaa, qu'allas 
»ont p^rfsitamant dur#sr parfaitsm^nt sph^riqu*s at parfaitamant tflastiquaaf 
on verifi« antra cartainas llmitas las lois da Gay-Lussac, Boyla at Mariot- 
ta, h  aavoir t "   qua las prasslons dans un gaz variant Invaraamant 
proportionnallanwnt au voluma", at partlallamant aussl la Lot da Charlaa I 
" ....• qua la prassion pour un velum« constant ast proportionnelle h  la 
tanp<*ratura absolut". 

Pour anvisaqer le conportament gazaux wn fonction da la tar^p^ratura 
11 faudrait, pensons-nous» abandonner au moins an partia la th^orie cln4ti- 
que das gaz pour introduira la thdorla das quanta da Planck, car 11 exlata 
une relation precise antra la rayonnement at sa frequence. 

Afin d'introduire la notion du covolume. Van dar Waals d'une part, at 
Dietrich d'autre part, introduirent dans las formules resultant das lois 
ci-dassus mentionn4es, des coefficients de correction. 

Cast ainsi que I'on a pu 4tablir un coefficient de variation da pras- 
sion h  volume constant que I'on trouva pour une density d^tennln^e complV- 
te'nent ind^pendant de la temperature.  De la m^rne fd^on, on a Stabil un 
coefficient de variation de volume h  prassion constanta« 

D^s lors, an partant de ces coefficients et des coefficients de Van 
dar Waals, on peut determiner la dianAtre hypothetiqu« de la zfine d'ln- 
fluenca qui se trouve autour da la molecule. 

La thoorie de I'^nargia cin^tique intern« das gaz avait permit da pri- 
cisar que t La prassion par unite da surface dans Punite da tempt ast 
egala aux deux tiers de l'energla clnetique interne pour l'unite de volume, 

Pult Boltzmann a Stabil la constante universelle des gaz et i'hypothl- 
ta d'Avogadro tt trou/ait confirmee. 

Lotchmldt definit an^uita le nombre da molecules toujours constant da 
n'iTiporte quel gaz dans les mimes conditions de prassion at de tert.perature, 
da s un centimetre cube de gaz, 

Ces demiert travaux ont conduit k  designer sous le nom de non^re d" 
Avogadrc le nur.'brt de molecules dant une mol/cula-grtHM, et du noiti da 
nonribre da Lotchmldt le nombra d« molecules par centimetre cub«. 

—  -   , 
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I« »uptiott of «hier» ••• piuvio^j by tn« «aporlwitU «f telt«» wid CoMy 
Ir» 1877, «nd «Meh «•• «Ivw» II» Mth«wtlc«l r>««li tor Eln«t«l»» •«» 
Sroluehowky In JVC»), KappUr» In IV», und«rtoo* to provo thot o •l»i- 
Ur pnonovonon oaittod In tho 9lr. 

At tho to«» tlm •• Profo»»or A. METRAL w  protontlng hit mmcT»ndum 
on tho COANDA tff«ct boforo tho Fifth Congroit of Appllod »kchonic» In 
MoKsachutott», Kappltr, who hoc' conatructod an oittro»oly eontitivo torsion 
btlanco tot up In a vacuu«, rogiatorod on a fIJ« • nu^or of vory Irrogu- 
l«r «hockt, duo to tho fow moloculot which wtro ftllJ proaont In tho onclo- 
aod apoco round tho balartco, thua rovoallng tho oxlttonco «f Brownlon 
movomont in air. 

Today, romalnlng within tho limita of Nowton's laws, and assuming that 
moloculos aro of Inflnltoslmal dlmonslona, that thoy aro porfoctly hard, 
porfftctly sphorlcal and porfoctly olastlc, wo can vorlfy within cortaln 
limits tho laws of Gay-Luasac, Boyla and Marlotto, l.o. : " .... tho pressu- 
re In • gat variaaln Invorso proportion to tho volumo", and partially also 
Charlos' law : " .... tho pressure at constant volume Is proportional to 
tho absolute tenperatureN. 

When dealing with the behavior of gases as a function of temperature, 
we are of the opinion that the kinetic theory of gases should be abandoned 
at least In part, in order to introduce Planck's quantum theory, for there 
Is a definite relation between radiation and its frequency. 

To Introduce the notion of covolume. Van der Waals on one hand and 
Dietrich on tho other Inserted correction coefficients into the formulae 
resulting from the laws mentioned above. 

This made it possibl« to establish a coefficient of pressure varia- 
tion at constant volume, which, for a given density, we find to be comple- 
tely Independent of the temperature.  In the same way, a coefficient of 
variation of volume at constant pressure was established. 

On the basis of these coefficients and those of Van dor Waals, one can 
determine the hypothetical diameter of the zone of influence surrounding 
the molecule. 

The theory of the internal kinetic energy of gases had made it possi- 
ble to state that : The pressure per unit of surface in unit time is equal 
to two-thirds of the internal kinetic energy for unit volume* 

Then Boltrmann established the universal gas constant and Avogadro's 
hypothesis was confirmed. 

Loschmidt defined the constant number of molecules of any gas in the 
sar,e conditions of pressure and temperature, In I cc. of gas. 

Later, the number of molecules ^n one molecule-gram was called the 
Avoqadro number and in I cc. the Loschmidt number. 

These numbers were verified by analogy with electrolytic phenomena. 

./ 
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C»«    «rr»« c     ^?.   «tfrirU« par  «naJcg!« av%c  !•• ph»no>Afw« ^l»ctr<- 
IftlUM «n p*rt»nt di fait <ju«  I'or eonn«|*»a|t  lm rwa^r« d*uniUa 41»«ir^ 
■>gn/ttsu»t n^c«fM:r»t pour brUar  4l*ctrolytiqu*f.«nt  un« ■•••• d» »otoa- 
Canca quclconqu« rapivtantant una aoWcula-^rMMaa.    Gael   fait,  on aat  arrlvd 
h  la eonclualcn cjua dir«   1'«tmctoh^r» qul »ntoura notra  tarr»  la nonfcra d»« 
mol/cuiat   >  l*4lr «talt da I'ord • da  10**, at qua  las mol/culaa l'y dtf- 
pla^^Unt, ft notra «Itltuda,  ft una vltatsa  l*gftrrr«nt Inftfrlaura ft VX- aft- 
trat par sacorda,  ft  1« tanpZ-ratura moyanna. 

Mala  Ton ast rtstl lncj>pabla d^tabllr th4oriqu«c«nt la rapport antra 
las chalaurs  specifIquas da Pair.    Certaa,   la dlfNronca dos douv chalaur« 
s^cifiquas, da calla ft ^rassion cor.stanto ot da cello ft volunc  constant, 
resta toujours Constanta f-our chaqua gai,  mats pour  las gat  dietorilquos ou 
poly^tonlcuos  la  U.eorla ro corraspond plus aux mosur»«.     II  faut done ad» 
mettre que  la cliff^rwnoo constat^o piovicnt du  fxlt qua dans  la mol^cula  11 
Y a absorption d'^nersia. 

Et comro  I'tfrargia clm'tiqua  Irtarna qui  sa tranlfesto conaspond aux 
decr^s da liberty suivant trois dln^tnsibna at qua la dlff^ranco trouv^o cor» 
rnspjnd.it «r. fait J daux autras docjr^s do libort^ pour la rrol^culo da  1* 
air,  on arrive h  J« conception d'un mcvanant de rotation autour d'un axo do 
syfr<-'trie da  Indite mol«?cula. 

Nous pouvons rraintanant entrevolr ca qua pourr^it Itro catto rncl^culo  > 
une asp^ce de corf» da r^'voiuticn on rrouverent  rotaticnnel  cörtinu qui   ra- 
pr^sento peut-ltre  la zfine d'ir.fluence at qui   se d^piaca suivunt  la direc- 
tion g»n».'r^le da  son mouvement, un  peu corirr« un coifiuscule   sur  son ondo  pi- 
lote.    Et  la tr^jectolre de ca rayon-rcl^cule do gir  dlatofif.uo sa  pr^sonte- 
rait corre une double spire dont  la nature physique reste corpl^terent  In- 
connue. 

Mai?  11   reste aussi   h examiner  la question de  iMlasticite  parfcito ou 
non de  la molecule, 

Lorsqu'on cherche h calculer I'aspace  Ubre entre los molecules at  le 
didn??tre hypoth^tique de  la zone d'influer.ce do celles-cl,   il  ost bien Evi- 
dent qu'il est  in possible de consid4r^r  la rrol/cule corime une sphftre 4l»9- 
tique,    Toutes  los experiences et mesures faitos dans ce but sont en contra- 
3IC1.1.UI1   avew    i a    Lfiuuiie* 

Mais si la molecule n'est pas une sphere parfaltenent «^lastlque, conv» 
ment peut-on expllruer le rebondlssonent dos molecules centre los parolt d' 
une capacity ? 

Tout siirplonent, ft notre avis, par la raison qu'il n'y a pas rebondls- 
serrent..  Los experiences de Knussdon et surtout col las do Langnuir, men« 
trent d'ailleurs qu'sffactivemont las molecules no rebondissont pot. 

Ellas sont, apr^s 1*impact, absorblfos par los parois et ensulto ^Jec- 
tlos hors lie Celles-ci et ce'a dsns une direction quelconquo due au hasard 
at qui n'a plus aucune relation avoc la direction qu'elles avaient avant 
1P choc. 

La molecule seitble pordr« sa vie de mouvemont lorsqu'ollo vient on con- 
tact  avec  la  parol  et apr^s un certain  Intervalle de temps olio conwnenco 
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en th« bttlft of th» f«ct that tr»* m««fc«r of ol»<truwigmtU yf»Ut 
roqulrod to oro«* up by «loctrolytU • •••« roprotonting vn» «cJocwlo- 
9rM> of any «ut>4tanco ••• knowi. Thl» loO to tho conclutl:n u«t tr« 
mMrt>or of moUcul«« of olr In th« «taotpbor* turroundlr^ our oorth aust 
t>o of tho ord«r of ICT*4, «vJ that, at our /»Itltudo, th«to i»ol«cuUi 
ar* moving at a «paad of tllgntly lot» than *» utatart par tacood, at 
cor*a 1 tamparaturo. 

Dut «• wara still unabla to oatobllMl tho thaoratical ratio bat- 
iken tha ^pacific hoat» of sir. Tha dlffais-nca bstwoan tha two spaci- 
fic haat», that at constant prassura and trat at constant volurna, al- 
ways raniilns tha sama for aach gas, but in tha casa of diato»nic or 
polydtomic gasas tha thooratlcal valuas for tha ratio betwaan tha 
specific hoats no longar corraspond to tha maasuranants.  It tiwst tha- 
refore be assumed that tha rasulting diffartnca is due to the fact tfat 
there i:, absorption of energy |fl the molecule. 

And as the internal kinetic energy which reveals itself corres- 
ponds to tha degrees of liberty in three dimensions, and the difference 
found corresponds to two more degrees of liberty for the molecule of 
air, wa are led to tha conception of a rotational movement about an 
axis of symretry of the molecule. 

We can now perceiv« what tKis molecule might ba s a sort of body 
of revolution in continuous rotational movement which may represent the 
zone of influence and which moves in its general direction of motion 
rather like a particle on it» pilot wave. And the trajectory of this 
molecule-ray of diatomic gas resembles 0 double spiral, the physical 
nature of which is as yet entirely unknown. 

Yet another very important point requires investigation. It is the 
question of whether the molecule is perfectly elastic or not. 

When wa seek to calculate the free path between the molecules and 
the hypothetical diameter of their zone of influence. It is obvious 
that '.'.he molecule cannot possibly bo considered as an elastic sphere. 
All experiment«: and measurements made with this object art in Contra- 
diction to the theory. 

But II the molecule is not a perfectly elastic sphere, how can one 
explain that molecules rebound off tha walls of a closed vessel 7 

Uulte siiplyt in our opinion, by the fact that they do not rebound. 
Knudsen's eyperimonts and eipecJally those of Langmuir confirm that 
molecules really do not rebound. 

On Irrpact, they are absorbed by the walls and later expelled from 
th«»m In some direction which has no connection at all with the direc- 
tion they had before Impact, 

Th<' molecule appears to lo;a Its life of motion when It comes Into 
contact with the wall and after a certain interval of time it starts 

HI 



yew «itr« vi« ä»n» «•- dlrMtion iu«leon|u«   iu   «tt eoAdUlotm^« par Ja 
quallU <*•  1« p«n»l  ml   Im ■lll«u Ttirnnt» 

II  v • arMlogl« »ntr« e« pMnotArM «t   1« MAlfvttatisn   J«  1« eoulmir 
d'tin eorp«  tout  l'acMon 6m Im  luml^r*. 

Dans lUvolutlon da la phyalqv»*,  baaucoup d'ftypothko» •• aont <v»- 
noulaa, d'autraa dlaparaftront mncorm,  cooma 11 an aat da no» Jour» da 
la notion da parit* dan» la» pnrfnoofcna» nucl4»iraa.    12 an »ar« cart»l- 
namant alnal  dan»  P^coulamant da» gat  pour  la  notion da frotta«aant »ur 
la» paroit. 

L'lntarvall» da tarrps qui »Ucoul» »ntra l'impact at lUjaction d'un 
gaz par un« parol indiqua qua l'on aat an pr^sanca d'un ph4norn»na distinct 
d« »alui du rabondiaavnwnt da la moHcula« 

Cat intarvall» gard» un» val»ur constanta pour chaqu» constltusnt 
formann la parol »t na vari» qu'avac 1»8 di-nansion« da 1s mol^cula gas»u»a. 

Si l'abaorptlon par la parol varl» dans des limit»» assas ^tendua» 
tout «n 'tint 'onetIon d* la »urfac« d» contact» 1» t»mr« nrfcassalra I 1* 
Ejection vari» par contra oans d»» li^itas baaueoup plua rastralnta» at 
en fonctlon d'un volume ayant une ^paisseur tr^s fälble, prasque moUcu- 
lälre. 

II en rv^u. „ sussitftt qu'une surface rugueus» pot.rra absorber plus 
qu'ell» ne pout IJecter dans l'unit«? de temps; 11 y aura d>9 lors emmaga- 
sinaqe d'4n«»rqie, done 4i4vation de temperature* 

Ainsi, 1'Ejection par une surface ruqu-use glnera bien plus consldö- 
rable'nent l'^coulement que si eile avilt lieu par une surfsce llsse. 

Mais de tout* fagon, Injection se faisant au hasard das position» 
et des mouvements des molecules exlstant dans le corps fornant parol, 11 
kxistera entre ce corps et le gar proprement dit une couche trfc» particu- 
li-r» qui »st la"couche limite". Catte couche est compos^e t das mol4cu- 
les V9nant du gaz pour Haliser h  une vitesse d4tennin4e 1'impact sur 1» 
parol, et des mol4ctjl»« i\mct4m* »ymc  un certain retard et -i une vite«f9 
d'«?J'jction diff^rente. Cette coucho parasitalra constltue corme une *s- 
p^ce de matelas entre la masse flulde en mouvemant et la paro* fixe. 
En quittant cette couche, les molecules qui s'introduisent h  nouvaau den» 
le gaz en mouvement doivent se oller aussitfit aux lois de la viscosity et 
de la diffusion. 

Car si k !•Interieur d'un gaz on peut parier da coefficient da vis- 
cosity et mlfne de coefficient de viscoslt* dynaTiique (coefficient da dif- 
fusion Je Mayer) 11 n'est pas possible da parier des mlmes valeurs den» 
le comportement des corpuscules de la couche limite. 

Le coefficient de viscoslU interne est fonctlon dlrecte de la quan- 
tity de mouvement attach^e ^ cheque moKcula, et indlrecte du carrtf da 
la dimension du dlam?>tr« hypoth^tlque de la z6ne d'influence de ladita 
«no^cule. 

* iii*Nfci«aa i 
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•not*«r ttf« In MM •t**T dtrvctton «fiten It ä»frmlnmä b* %*• tftvf 
af th« «all «nd of ts# Mbttnt wdlu». 

Th«r« It tntlogy b«tn»«n thit ph»nommnon MM thm  «pfwtrcn«« af th« 
color of • body undor tho tction of light. 

In tho «volution of physics «ony hypothoio« hovo vonlohod ond othors 
will «Uo dltoppoor, «ueh •• for lr\«t«ncof In our ti«o, tho notion cf po- 
rlty in nucloor phonoaon«. Tho toao «ill ouroly hoppon to tho notion of 
friction «gainst walls in tho „asa of gasonut flow. 

Tho Intorval of tlwo which pasta» botwoon tho impact of a gas on 
tho wall and Its «vpulsion indicates that wo ara har« facad with a phono- 
tnrnon which Is quit« distinct fron th« Mr« raboundlng of tho «oUcul««. 

This intarval has • constant valu« for «ach substanca constituting 
th« wall and only varios with th« ditnensions of th« gas mol«cui«. 

Wh«r«as absorption by th« wall varios within fairly wld« limit», 
whil« b«ing a function of th« contact araa, th« tin« r«quir«d for «xpul- 
slon vari«» within much narrower limits and as function of • spaca of 
vary littl« thickn«sst almovt molacular. 

As a rasult of this, a rough surfac« will absorb tscre than it can 
«xp«l in unit tlm«, so that anargy will b« storad up, accompaniad by a 
ris« in t«mp«r«tur«. 

H«nc« «xpulsion by a rough surfac« will b« a much graatar hlndranca 
to flow than axpulslon by a smooth surfaca. 

In any casa, sine« «xpulsion occurs «ntir«ly according to th« posi- 
tion and mov«m«nt of th« mol«cul«8 in th« body forming th« wall, th«r« 
will b«, b«tw««n this body and tha gas propar, a vary spocisl layar 
which is tha "boundary layer". This layar is composed of molaculos co- 
ming from th« gas and on thair way to strike tha wall at a fixed volocity 
and molecules expelled after a certain Intarval and at a diff«r«nt volo- 
city« This paraiitlü layer forms s tort of mattrtM between th« fluid 
mass in motion and the fix«d wall. On Uaving this layer, th« mol«cul«s 
r««nt«ring th« gss in motion must innwdiataly conform to th« laws of 
viscosity and diffusion. 

For although in th« interior of a gas w« can speak of a viscosity 
coefficient and even of a dynamic viscosity coefficient («eyer's diffu- 
sion coefficient), we cannot speak of the same values when we are dea- 
ling with the behavior of particles in the boundary layer. The internal 
viscosity coefficient is a direct function of the momentum attached to 
each molecule, and an Indirect function of the square of the hypothetical 
diameter of the zone of influence of the molecule. 

This coefficient is Independent of the number of molecules in a 
fixed volume, and therefore independent of d>n«\lfY- 

./. 
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Cm comftieimnt Mt  t»vJ*p»rvi«nt du namtrm ö» •oUcui.i d«rtt un VCIUM 
d^f mini,  done  Ind^n^nd^nt g|  1« damiU. 

Par eontr».   If eo«fflcl«nt d« dlffuilon d« Ktv«r (eo«fricl*nt d« vl»- 
cotlU dyn««lqu«), «it 1« rapport »ntr« 1« oo«fflel»nt dm vUootlt4 »t la 
dsnslt^ du j»z. 

On peut dir« alora qu'h l'lntt'rltcr du aal  U co«fflcl»nt d« diffu- 
tion so rapport« au tranaport do la auallti  (valaur «ol^culairo Intomo), 
alora qua  la coofflclant da viaeositTaarapporta k  la otjantitl  (nonbra da« 
mol^culaa). 

D'oU on voit ainai qu'l I'int^rlaur d'un gaz la qua11t< n« chang« paa 
apr^s las chocs,  alors qua la qq^ptilt^ p«ut changer.  La quality rast« fonc- 
tion de l'e^pac«  libra laquel, 4 tampt'ratura ^gala, varla inv«rs«m«nt pro- 
portionnelleTsnt avac  la  prassion at   la volume.    Cat aspac« libra h  t«fflp<- 
rature et volume constants vaxiera par consequent da fagon inver'>«ir«nt pro- 
portionnelle ä  la  preasion. 

Avant  d'aller plus  loin dans cet expos^,   rappelons ce qu'est un <cou- 
lenent gazeux. 

Les molecules de deux qaz en presence s'interp^n^trerit,  et a'll y a 
^coulement  visible de  l'un vers  i'autra e'est qua  le premier poss^d« un« 
enerqie  interne sup^rleure au second.    Or,  nous  rappelons que dans   I'unittf 
de  temp?  et  pour  1'unit^ da volume,   la  pression axercfo cur  l'unittf de rur- 
fdce par le gaz est ^gale aux deux tiers da son Energie interne.    Si   lea 
deux na: en presence sont Jt  la mime temperature,   la superiority 4nerg4tlque 
de  l'un par rapport h  I'autre manifestera qu'il poss^da dans  l'unitrf da vo- 
lume un iionbre de molecules sup<5rieur h cellas de I'autre. 

Ainsi  ce que  I'on constate dans  I'^coulement e'est unlquemant   le mou- 
vement d« diffusion du nombre exc^dentaire d« molecules d'un gaz vers un 
autre, car pendant  le mine temps  I'on ne psuc discerncr le mouvement du 
gaz qui  ee trouvant «n aval remont« vers celui qui  s« trouve en amont da 
I'^coulement. 

~>i  par un ~icyen cjUäiCcnquiSf  par «xsrr.pl« par  1  aCticri d un« psrol  ds 
forme approprile, on pouvalt arrivar h un endroit dtftarmin^ at sans d^pons« 
supplemental re d'^nergi« «xtlri«ur«t  h r^duir« l'^nergia interne du gaz re- 
monttint, c'ast a dire a diminuar la nombre das rayons-mol4culat sa  trouvant 
a cet endroit,  on y constaterait alors un« acc4l4ration d« I'lcoulement. 
C'#jt ce q^l  se pass« pour un Icoulement k travers une tuy^r« de section 
circulair«  lorsqu'on introduit un passag« conv«rgent-divergent.    Le divar»« 
gant a pour rÄle de conjuguar 1'act Ion d« as parol avac  1« coeff!.ci«nt d« 
viscosity du gaz  aval et d'emplcher ainsi  celui-ci  dans un« certalne mesu- 
re d'agir sur le gaz amont. 

De cette  fa(;on,  au col qui  reli«  le canv«sg«nt au divergent  la nonhre 
de molecules du gaz  aval  sera rftduit,  at Itant donn^ que  1« diffusion ast 
lnv«rsef>ent nroportlonnelle ^  la densltl on asslstera fc une rapid« diffu- 
sion h travers  ledit col oes molecules plus nombreuses venant du gaz amont« 

./- 
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On th* oth«r h«nclv  ll»y«r*« coefficient of diffu«io«  (dynonic vl»- 
cotity coofficiont)  It t^o r«tlo of  tho coofficlont of viteotlty to tfto 
density of   th* gi«. 

One cf»> thwr^foxo »«y thot  In  tho  intorior of  a go»  tn« diffusion 
co«ffj<:l»nt   rofvrt  to  tho  tr^nnport  o* quality  ^lnt«rn«l  f»ol»cul«r valuo), 
whereat  th«  viscosity coofficiont  r-f*rs   to quantity  (number of molo- 
cul««). 

Thus we see that in the interior of a gas there is no change of 
Quality after collisions, whereas quantity can change.  The quality re- 
mains a function of the free space which, at constant temperature, varies 
in inverse proportion to pressure and volume. 

This free space at constant temperature an 
vary in inverse proport'on to the pre^äuf«. 

tlume will therefore 

flow. 
Before continuing this survey, let us recall the nature of a gaseous 

The molecules of two gases In contact Intermingle and if there is 
a visible flow from one to the other it is because the first one has a 
gre.iter Intrinsic energy than the other. However, let us remember that 
In unit time and for unit volume the pressure exerted by the gas on unit 
area is equal to two-thirds of its intrinsic energy . If the two gases in 
contact are at the same temperature, a higher energy level in one than in 
the other wlli indicate that the former contains a larger number of mole- 
cules per unit voiumö. 

Thus what we observe in a flow is simply the movement of diffusion 
of the excess molecules from one gas to the other, for we cannot discern 
at the same time the movement of the gas downstream which is rising to- 
wards the gas upstream of the flow. 

If by some means, for Instance by the action of a suitably shaped 
wall, we could, without using any additional outside energy, succeed in 
reducing the intrinsic energy of the rising gas at a certain point, that 
is to say in reducing the number of moiecuie-rays there, an acceleration 
of flow would be produced at that point.  This is what happens in the 
case of a flow through a nozzle of circular section if one Introduces a 
convergent-divergent passage. The role of the divergent is to couple 
the action of its wall with the viscosity coefficient of the gas down- 
stream,thus to a certain extent preventing the latter from exerting an 
action on the gas upstream. 

By this means the number of molecules of downstream gas at the 
throat connecting the convergent to the divergent it reduced and, since 
diffusion is in Inverse proportion to density, we then have rapid diffu- 
sion through the throat of the excess molecules coming from the gas 
upstream. 

./. 

■ 
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C**«t e# pMno^n« qu« I'or  eb*«rv« fwmtont U circulation d'un 9«i 
I travwrt un* tuy>r« dlt* d» "VeMTURI*. 

II y a done Ioc«la«»nt un accroltanwnt da l'^ncrgla elr^tliwa da I* 
<coulam#nt at cat accroladamant aa «anlfattara par una chuta provlaolra da 
l'finerji*  potantUlla du a««, e'aat * dira ^ua I'on pourra *a«urar * cat 
androit un^? cnuta da ta^p^ratura at una chuta da prasslon.  Par conarfqjant, 
an imon* d-j col, done dans 1» conv»rg«ntf il y aura c iuta da tamp^ratür« 
em  qul dolt corraspondra \  un* diminution da la vitaita Intarna da« w>14- 
cul?$, done h  una reduction da la valaur du rayon-mol^cula (quantity da 
mouve-ent da la mol^cula) at par cos^quant, d'una part i uia reduction pro- 
gressive do  la  valeur da la vl«co»tt4 at, d'autra part, h  una diminution 
progressive da la couch« li-nlta par r'duction de la valaur das impact*. 
Cela devient da plus an plus sensible lorsqua l'on s'approcha du col. 

Etant dcnr.<:' la lot des yfinds nombres, on congolt quo la direction 
mov^nn*» de l'/jection p-ir la pirol das molecules d'un gaz soit. normale i 
la tangenV; en un point au profil da la päroi. 

Si done pour facillter 1'^coulernent de l'amont vers I'-jval on trace 
le profil de In  paroi du convergent afin que les nol^cules ^Ject^as soiant 
forteT^nL dispers^os, oi dolt, arriver ä aug.-nanter enrora 1'^coulement me- 
sjrjQlfe de J'-j-iont verr. l'jval h  trivers un col. 

Line sörie de travaux fort int^ress ints ont ^t^ faits par Kröner, 
Biffort, Martinot-Liq »rde, Ved^nr.i'.off, Donek, f/argoulls, etc., sur 1«?» 
ecuul'vmenls partant d'un col h  travers un divergent. La constatation da 
tous ces chercheurs, c'ast que I'^coulement se fait la mlaux dans das tuye- 
res divexyentss de section circulaire.  Ceci (Halt li  pr^volr»  Pour masurer 
la valeur du phi-'nomNne et ^tjblir ce qu'lls appellent un rendemant, ils ma— 
suraisnt Is pression dynamique au col at la cotrparaient h  la pression sta- 
tlque a la sortie du divergent. 

Kröner s'ast donn4 i i rapport da »action t Calla du col par rapport 
h celle de la sortie du divergent d'anviron 3,7 avac una penta da diver- 
gence, c'e'.t h  dire un angle ^'ouv^rtura, da 11° environ. 

II a mer,ur4 les differences prassions statlqua* sur las parols an par- 
tint  da Is prsssion statlqu« üi col prise pour z^'ro at las a rapport^aa h 
la pression dynarnique au col calcul^a i partlr de la vitassa moyanna. II a 
alnsl obtenu un quotient. 

Pour une vitesse au col d« 30 m./iac, il a obtanu h  la sortie du di- 
vergent un quotient qul avalt une valaur da 105 %  ! 

Biffort, lul, a cherch^ surtout 1'augmentation da la quality an tra- 
vaillant les anglai d'ouvartura. II a obtanu pour das vltataas moyanna« 
au col da 100 m./sae* at un angle d'ouvartura da 7° at an Ivltsnt surtout 
toute dispersion das molecules tfjecttfas par la paroi k la sortie du diver- 
gent, e'est h  dire en ^vltant tout ^vasamant h  ce point, das randamants d^- 
pass*it 90 %, ces rende-nents 4tant pour lul le rapport entra la travail 
represent^ par I'^n^rgie cln^tlque au col at calul qul ccrraspondralt h 
la compression qul amNneralt In  masse qul passe par second« an ce col da 
la pression statique axlstant au col k   celle existent h   la sortie du di- 
vergent. 

mmmQ  ' ■     —--- - m 
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throM^n • to-eallvd *V*nturi* notcl«. 

Th«r» it thu« a local Incraato in th« kirwtic »nargy of tr»o flow 
•nö  thit incroat« »ill show ittolf by a to«porary drop in tho potontlal 
anargy of tha gat, that It to tayt a drop in both tomparatura and prattu- 
ra can bo »aaturad at that potnt. At a raault, abovo tho throat, in tha 
convargant, thara it a drop in tamparatura which nutt corraapond to a 
raductlon of tho Intarnal valoclty of tha «olacula», hanca to a raduc- 
tlon of tha valua of tha molocula-ray («oaantut» of tha »olacula) and ron- 
•aquantly c:i ono hand to a prograttiva raductlon of tha vltcotity valua 
and on tha othar to a prograttiva raductlon of tha boundary layar tinea 
tha collision valuat ara raduead. Thit bacotwt aora and mora markad at 
ona approachat tha throat. 

In viow of tha law of largo nunbara wa aatuma that tha scasn dirac- 
tlon In which tha molacuiat of a gat ara axpallad from tha wall it nor- 
mal to tha tangant at a point on tha profila of tha wall. 

If, thorafora, in ordar to facllitata flow in tha downstraam di- 
raction, wa giva tha wall of tha convargant a profila such that tha 
axpaiiad molacuiat ara widaly ditpartad, wa should ba abla to incroato 
ttlll furthar tha inaaturabla flow through a throat in tha downstraaut 
dlractlon. 

Soma vary Intarastlng work wat dona by Krb'nar, Biffort, Martinet- 
Lagarda, Vadarnikoff, Donak, Margoulit, ate...., on flow through a 
throat followad by a divargant. All thata axparlmantart found that tha 
bast flow wat obtalnad with divargant nozzlas of circular sactlon. 
This was to ba axpactad.  In ordar to maatura tha valua of tha phanoma- 
non and to attablith what thay callad tha afficlancy, thay maaturad tha 
dynamic prossura at th« throst and compared it with tha static prassura 
at tha axlt of tha divargant. 

Kronar took a sactional ratio : tha throat section to that of tha 
divargant, of approxlmataly 3.7, with a divargant slopa, that is an 
angla of divvrganca of appxoxinwttaly 11°. 

Ha maasurad tha different static prassurat on tha walla, starting 
from tha static prassura at tha throat at zaro, and compared tham with 
tha dynamic pressure at the throat calculated from the mean velocity. 
By this means he obtained a quotient. 

For a velocity of 30 m/tec. at the throat he obtained, at the exit 
of the divergent, a quotient with a value of 105 %  . 

Biffort concentrated particularly on Improving the quality by 
working on the angles of divergence. For mean velocities of 100 m/sec. 
at the throat and an angle of divergence of 7° and above all avoiding 
all dispersion of the molecules expelled from the wall at tha axlt of 
the divergent, that Is to say avoiding all widening of the nozzle at 
that point, he obtained efficiencies exceeding 90 X, the efficiency being 
for him the ratio between the work repretented by the kinetic energy 
at the throat «ind that corresponding to the cinRprat«ion which would r»i*e 
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qu'll «nUv« I* eonv«r<}*nt,  *o« ^•*ld•••«••»•   •.cL.>       ilia 4ft 67 I«    :»**y*«t 

«•nt «pr>«  M toitJ« du rtlv^ro^nt d«n» un« j*ttU cyll^rlou« quMI  «v^ll 
ajcut«'», c» qu'll «pr«!* 1»   r^nd^f^rt •f*rriC^<itt si en d«  IW ).. 

Martlnot-L g-»nl# a ^tudi<  plus pJirtleul i* r#f »nt  lm% »ff^t» qu» po^»"- 
r<ilt  avoir sur  |*4MlllM<Ml  I'lntrtiduction d'on coJ  cylinrtriiu» flu« ou 
rwlnn   lont, «jntr»   1*  ct>riv«ig*nt «t  1« dtv»r<.»r>l. 

L«s  itsultats de  touted  c«» •xp<'rirnc*s ont  rrouv^ d,ibord qu'tn t§m 
girt*  'ubsf-rit.u« rour qu'un diveirert   fooctionne bi*-n  11   fut qu'll   »oit   pre- 
o'fit  d'i n conveioent et que dars ce cas  on pejt  trouver  i  la  iortie du di- 
verc*-nt  une ptlMt— ftatique tfltvv« par rappoit k cell* dg col  prise pour 
2s5ro, 

II Y a clp.nr_Ji\t/jit. ä ehe;chej, conr^eot »y*s. X«.MüiEHB tf« deo^ntt cet- 
te Pression statiaue jtL5PÄiÄ'.t.jltj^^aint•."».•. «uAy.lyuX«.ÄMf-JÄs.»JLIdJ• 

Adn&ttonp rrwintenart qu'en amont coi^* er. aval d'ure tuy^r»» conver- 
gente-diveigente,  nous ayons affaire i deux oaz absolumcnt  identiques  (par 
exetple,   tant en aront qu'en aval,  nous  avons de  l'alr anbinnt).    Nous ap- 
poitons en amont une ceitaine ^neicj.e r*pr^sent/e par un Jet gazeux ayent 
une cnergie circtiqu» i-ipoitante pour une  faible masse.    Cette Energie 
peut ?tre transpos^e  ^vec un ceitair   rend«»rient h  I'air ambient et  lui   imprl- 
ner de ce  fait une certj'ne Vitesse. 

Plusieurs moy^ns peijv^r.t, 8tre «njiicy^s pour r^allser  le plus haut r«n- 
denent,  e'est h dir» pour mairtenlr au m.'«xir\in le rapport entre I'^neifl« 
finsl« de l'a'r ^  la  sortie du divergert et celle qu:   existe dans   le Jet 
gazeux. 

On peut agir soit en r^dulsant. la d^pense d'^nergle qui  a perils d* 
obtenir le Jet,  soit en augmentant  I'^nexcie potentielle de la m;»sse d'&lr 
mii-e er. mouverr^nt par  ledit jet,  soit encore agir sur les deux Energies k 
la  fois. 

ftUM le prnrier cas, on peut imagirer un Jet gazeux agissant da fs^on 
interfltlente  lequel  pendan'.  son fonctionnenent et par  lnternction du ga» 
imprine a une masse d'air ambi  nt une certaine vitessa,  nkalia4 da fa^on 
teile que lorsque la jet cacsa de fonctionnar,  le massa d'air  lanc4a con- 
tinue son mouven«nt pendant un certain laps de temps tout an entratnant 
une ceitaine quartite suppio-icntalre d'sir»    Aprbs ce laps da temps on pro- 
voquera un« sacede bouff^a du Jet et par su.te une secomie impulsion I 1' 
air qui  s'^coulcrn da la mime fa^on,  et air si de «i.Ue ....    La praaticn 
au col  ser. it de cette mani^ra n'tdbHe entre chaque action du jet gazeux 
et le rendenent de  l'enserible encore  fälble se trouverwit cepandant forta- 
ment amtlior^ par rapport h  I'acti'n d'un  jet continu. 

Dans  le second c?s,  on peut Imagir.ar un processua augmentant  I'Anergie 
de lü masse d'air ambient k entr^lrer,  en r<alisant par example un ja* qui 
serfcit  lui-^n« en döpr^csion par rapport l»  I'anbi^nee.    Dans ce caft,   11  y 
auriit UP fcrt  apyml d'air et une  Tugwntatlcn de  1'action da cat air 
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f« pftvn  of th« «««■ (Htxing  tnroM^ tit« threat pmr  ••cond froa tn« 
•tatlc rr«» «r# rvtgnlng «t tlw throat to that rotgnlng at tha «att of 
tha dtvorgant. 

Blfforl worfcod on conv^ryant-dlvargant davicaa. Ilhan ha raaovad 
ihm  convargant his offlclancy dropped to lots than f %.    Rtton, Hlth a 
convargant-divargant nozxla, ha triad aaklng a slight constriction aftar 
tha axit of tha divergent In a cylindrical part which ha had addad, what 
ha tannad tha afflclancy approached 100 X. 

Martlnot-Lagarda devoted his attention particularly to the offact 
produced on the flow by the introduction of a cylindrical throat of 
greater or lesser length, introduced between the convergent and the di- 
vergent. 

The results of all these experiments proved. In the first place, 
that for a divergent to function properly in the subsonic regime it must 
be preceded by a convergent, and in that case tha «tstic pressure noted 
at the exit of the divergent may be high compared with that at the 
throat taken as zero. 

It is therefore of interest to aeek how, with the ainiimim exoen- 
dtture of energy, this static pressure at the throat can be kept as high 
as possible. 

Let us now assume that both upstream and downstream of a convergent- 
divergent we are dealing with absolutely identical gases (for instance 
with surrounding air both upstream and downstream). Upstream we supply 
a certain quantity of energy in the form of a jet which possesses high 
kinetic energy for a small mass. This energy can be transposed with a 
certain efficiency to the surrounding air, thus imparting to the latter 
a certain velocity. 

Various means can be used to obtain the highest efficiency, that is, 
to r.aintain the highest possible ratio between the final energy of the 
air on exit from the divergent and that existing In the jet. 

CXir action can take the form either of reducing the energy expended 
to produce the Jet, or of increasing the potential energy of the mass of 
air set in motion by the said jet, or again we can act on both at once. 

In the first case we can imagine a jet functioning intermittently : 
while it is flowing and by Interaction of the gases It Imparts a certain 
velocity to the surrounding air; when it ceases to function the mass of 
air set in motion continues to move for a certain time, while inducing 
an additional quantity of air. After this lapse of time there will be 
a second bl?st from the Jet and the air will receive a second impulse 
with the sar« results as before, and so on ....  By thl^ means the pressu- 
re at the throat will be reestablished between each blast of the jet and 
th« t»Utt¥tly low efficiency of the whole unit will still be very much 
Improved by comparison with what It would be If a continuous jet were used. 

In the second case we can «magine a procedure which would Increase 
the energy of the mass of sunoundinq air to oe induced by, for instance, 
proAiel«! • J«< *hlch i1- itself at a lower pressure than the sunound;.^ 
air.  In this case a itronn suction effect woulc be exerted on the 

./. 
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..ol«nt wtttMtt •* )mu «on *f*rfU Irtvn^.    CmU v* *1i 4» prim «bord 
ta^wttUU h  r/«ll**r|  «*••% e«p*nd«nt  c* cv»# nout  «vuf.«  "•rrf.    &   r- •- 

D»n%  1«  trolti*«» c«tv  on pMit   lMclr«r un« coafclr«l»or »ntr«  I* 
?!►!•:  proc^d« »t  1« tccood. 

Bi*n qu« gardint  «nccr« un«  'a*«  d»»»r  confut« d«  1«  structur* irAn« 
■Je   In moKcuIt,  n«ls  ayant   toultfoi»  wit«  Ic't a»'«z  clftlM ■-" compurt*» 
m»nt de  l'ailr  pris dans  ton »nstrfcl«,  nout pouvont  nout «ttaquvx   tu pro- 
bl--m«> que nout  voulcns  r^'toudr* «t qu« nous  ptotont  alriti   i  CoRront aqlr 
sur un J«t gazeux pour que  tout »n  lui  consorvant un«» ''nerqle ci'^liquo 
^iev»'e on puist*  1«  fair» p^n^tr#r dant  I'anbisnca dans das cordltiont 
d,/tat  fortemant d^preaslonnalr» ?    Cm qui  reviant done I r^toudra la 
deuxiÄr» c-<t ci-d«ssus mentionn^« 

Nous ^tudiarons ult^riauraMnt »'11 y a possibility da randra  la  Jot 
Internittant at s'il y a au surplut avantage a  la  faire. 

Ainsi  que nous  I'avons pr^cit^,   lortqu'un Jat gazeux px'nMr* dans un 
autre rrilieu yazeux,   il y a diffuticn tsnt das frol*'cul«*t du  Jet vers  la 
milieu ambiant que de celles du irllism ambiant vers  le jet, 

Les molecules qui  tortent du Jet pour entrer dans Panbiance ont une 
orientation de diffusion dirigee tuivant la r^sultante entre  leur mouve«. 
■Mit interne propre et celui  du Jet,  c'ast & dire une orientation de dif- 
fusirn voislne du sent de mouveDent du Jetj celles du milieu ambiant,  par 
contre,  p*'iv trt-nt dans  le Jet tuivant  la direction de  leurs  impacttf  c* 
est  k dire que  leur direction moyenne est orient^e  normalenent ^  la  tan» 
gente au contour  lir.ite du Jet, 

Par  le Jeu des combiraisont ties  vitestes  relatives et de  leur orien- 
tation, oih constate des modificationit de tection dans le Jet« 

Les vitesses de translation h  la p^riph^rle de la soitie du Jet   sont 
nulles et  le maximurr de Vitesse se trouve au centre,  par consequent  sous 
1*setinn des  impacts des molecules de l'smbiance on notera dans  les  sec- 
tions tuccetslves du Jet tout d'abord une Ug^re diminution aecottpagntfe 
d'ene Ug^re surpresslon, puls une espfcee d^cltterüent tr^s progressif du 
Jet, car les molecules de l'smbiance qui y entrent seront. «ussitdt entmt- 
n^es par celles du Jett alr.sl, su fur et i leesure  le Jet relentlt son mou- 
cerrent et augmerte son volume.    Cette action depend naturellemant de la 
masse du Jet par rapport & la surface de sa p^rlpMrle. 

Si  le Jet est homogene et de section clrculslre,  plus  le rayon de sa 
section est gr»nd et moins les ph^norknes qui  I'acconpagnent seront sen- 
sibles. 

Supposons que i'On ait pu sUrranget pour que ^Influence de  l'an^ 
bisnee n^githe que sur la moltitf du Jet et que sur I'autre moltU cette 
influence soit annul4e ou mime que l*on ait trouv4 le moyen d'aglr de 
teile fa<;on qu'll y alt d*un c6U une esp^ce d'inversion du ph*nor.^ne de 
l'action de  l'smbiance t   l'allure du Jet sera slors entUrement modlfUe. 

J< 



turrmmdinQ air «ho«« «cttea «ouJd tftut M ircratt»*'. bringing Into p.«> 
It» Intrtnttc «»»rgy. At first »»gm Uii» ■owl" «pfwar lapoatlM* to 
•cM»v«: It 1«, hOMvor, afvtt •• trl«d tc do. 

In tr.« third cat« •• c«n latgln« • co«tln«tior. of  th« first and 
••cond procadurat. 

Although «a ttlll hava only a rathar confusad Idaa of tha actual 
•tmctura of a nolacula, «a now hava a fairly claar via* of t^a bahavlor 
of air takar. a» a whola and ara Ir. a position to attack tha probla« which 
wa wish to solva, and which wa daflna aa follows i haw to traat a aasaogy 
iat so that whlla rataipino a hlch kinattc ana:rav it wav panatrata tha 
surroundln«a atmosphara in a stata of consldarabla undarorassura. 
would raprasant tha solution of tha sacond ca»* mantionad abova. 

This 

Ma shall study tha possibility of craatincj an intannittant Jat, 
and whathar thara would ba any advantaga In d3ing so, latar. 

Aa wa hava statad, whan a gasaous Jat pcm-tratas into anothar gasaous 
madium thara Is diffusion of nolaculas from the Jat into tha surrounding 
madiun as wall as from tha surrounding madium into th» Jat. 

Tha molaculas which laava tha Jat to antar tha surrounding madium 
diffusa in a diractlon which follows tha rasultant of thair own intarnal 
movamant and that of tha Jat, i«a. thair diffusion is orientad roughly in 
tha sama diraction as th« movamant of tha Jat. Th» molaculas of th« 
surrounding madium, howovar, antar tha Jrt following the direction of 
impact, i.a, th« orientation of thair average direction is normal to tha 
tangent to th« limiting contour of th« Jet. 

As a result of the different combinations of relative velocities 
and their orientation wa note changes in the Jet section. 

The translation«! velocities at the periphery of the jet exit are nil 
and the maximum velocities are to be found In the centre, therefore under 
the Influence of the Impinging molecules from the surrounding medium 
successive jet s«ction« will show flr»t a »liyht raduetiön accompanied 
by a imall overpressure and then something like a very gradual expansion 
of the Jet, for the molecules of surrounding air entering it will intne- 
dlately be drawn along by those of the Jet; thus th« J«t will slow down 
mor« and more, whll« Its volum« will lncr«as«. This r«action of cours» 
dspends on th« ratio betw««n th« mass of th« J«t and Its p«riph«ral 
surface. 

If th« j«t is hoPog«n«ou8 and of circular s«ction, the larg«r th« 
sectional radius the less the accompanying phenomena will be felt. 

Let us assume that we have been able to create a jet such that only 
one half of it is subject to tho Influence of the iurrounding medlu.Ti, 
the other half being entirely unaffected by it, or even that we have 
succeeded in reversing the phenomenon caused by the action of the surroun- 
ding medium.  In this case the character of the jet will be completely 
changed. 

./. 
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L*acttun 49 ^n-tntion tft  I'tffrirfnc* dan»  !• J»t n* ••  r«U«nt pM 
d'un ««ul eft», A pr*r<i>r* ^» I'entr-fo^^nt   j.   r ■.'  Itr» r-'d^it d»»«- 
imt.     Nous v^ricn» qu«  U co».rort««»nt  p»ut  itr» t«>«it  *'>tr»  «!,  bl«n •«- 
t«r>du,   on «rrtv.  >   liclti   t»*.^I>t»n«r«   d*   1 ••«toianc»   1» c6t4   sprot«  * C»- 
lui  ou  eon «ction Ml  dlrocto« 

II  n# p<»ut  nlus itT> question natural J»n>ont  d'un Jot  pltln mt do 
soct.lcn  plus ou iRolrs circu^alr».     II   faut  cholttr un Jot  do aoction tu- 
bul-iro at  armulfira  inintoriompu,  ot  alor» uno dos surfacoa du  Jat do 
•act'on  tubulaira at  annulalra pout  Itr»  s/par^'a da  I'amblanc»  par ura  pa- 
re!   solido. 

II  faut ansuita qu^  i'action da catta paroi  destim'a h prot-'gor uno 
partio do la  surface du Jot da  I'action dlrecto des  impacts do  I'ambianco, 
se  fasse  sentir Jusqu'au morent ou   ladite action de l'ar.biance ost moin» 
Importante.    Er d'sutrei  tenre:,  zi  p-r ax^pli  *• J«t. HiMHi Al  »•«-i.iwn 
tubulaire et annulaire dovait suivrv  le profil d'un convergent dans un 
syst^me convertjont-divorcent,  ii  faudrait que  la  paroi qui  d'un c6t«? doit 
l'isoler de  I'ambianco se poursuivo Jusqu'^  la  sortie dudit  Systeme* 

Alors,   par le profil  ot par 1'allure de cotte paroi  on pourrait con- 
tinuellomont agir sur  I'action du Jet  et,   par consequent,   sur I'ambianco 
rrilse en mouvement par celui-cit 

II  s'agit bien par consequent d'un .'coulenent  gazeux dans uno tuyere 
asym^trique,  e'est Ä d!re dont une  paioi  est  solide et  l'autre  fictive 
car clle est  fua^o par  I'ambianco. 

On voit ainsi  tous   les  avantages que  I'on peut tlrer d'une teile con- 
ception, qu'il s'agisse d'hyperclrculation autour d'un profil d'allo con- 
sidcr^ come  la paroi  d'un systfemo convergont-divorcent de rayon infini, 
ou qu'il  s'agisse do tuyeres da rayons  finis ot pour tous usages. 

Comnent doit  fonctionner un tel ensemble ? 

La premiere partie  aura  pour but d^cc^l^rer  l'^coulement du  Jat en 
le malntenant depressionnaire de fagon que son action seit  violonte sur 
lfäriblänc«,  «t  la  socondo  partie sera  consacr^e  h  r^tablir en Energie  po- 
tentielle ce que  I'on avait  obtenu  sous  forme   J't'nergie cin^tique dans  la 
preni^re.   - 

C^st done  la premiere  partie qui  est de beaucoup la  plus irr.portante 
•t qui caractcrisera  Is  phenomena. 

Consid^rons alors une coupe h travers un Jet de section annulaire 
sortant  ininterrompu d'un canal de  section annulaire,  naturellomont.  Ad- 
mettons qu'une dos  levies do  1'embouchure do  la  sortie du canal d'amoneo 
soit prolong^o,  eile servira de ce cfitl du Jet d'^cran de  protection ccn*- 
tre  I'ambianco.    Supposons encore que cett>i  l^vre prolong^o ait une direc- 
tion qui   s'^carte continuelUment de  la  direction  initiale du  Jot.    Quo 
se passera-t-il ? 

On comprend ai&4ment qu'il  peut,  dans certaines conditions,   se pro- 
duiro un d^s^qullibre  sensible entre   le nombre d'impacts  dos noieculoe do 
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Sine« Xtm  »uncjundln« iir only »«tor* in© en« «»t o* o^ iiö«. #»»• 
•ooiö «t ftrtt 4i<^t »iifwct Irxiuctior» to tw r»<fc*e»<J pr'.f* i tio»»«lJy. •• 
«r.«JI ♦•• tf.«t th« b«ri«vlor ob»»rv»d e«n »>• »nt r»ly diff«r»nt, on c-ii- 
tlon of courfto t^t wo havo ro«lly »uccoodod if -OTloUly isolating 
fror' Ha *urroun<lir.g irmdium  tf>«t part of MM jot wTuch Is not oxro»^ to 

it» dir»"-t action. 

Of cour«-* we can no lenqej con'i^or a full jot Of rroro or l#Si cir- 
cuJrr section.  *# "njst choos« a jet of uninterrupted t-bu-'ar and annular 
• ecticn, one of whose surf-ice!» can tr.en be sep^r^ted fron tt>m  «urrftunci: ng 
inediur by a solid wall. 

The action of this, wall destined to protect part of the surface of 
the Jet from Vie  direct action of the surroundinq medium rxist then conti- 
nue to make itself ftlt up to the point where the said acticn of the 
tuTrctinüTtg rr-sdiu'rr fc^so^sc !«** ?"Ar!|f*'*.-  ?•• nftttr  words, if for iri«.t5nce 
the jet of tubular and annular section were to follow the profile of a 
convercent in a convercent-di«ercent device, the wall isolating one sice 
of it from the sunounding medium would have to extend right up to the 

exit of the said device. 

Then by means of the profile and the forrr of this wall we could 
exert a continuous action on the jet and consequently on the surrounding 

air induced by it. 

It is therefore really a case of gaseous flow through an aEyrretric 
nozzle, that is to say a nozzle of which one wall is solia and the other 
fictitious, being forced by the surrounding medium. 

It is evident that such a conception can be of advantage ir. many ways, 
be it to obtain increised circulation around a wing profile considered 
as the wall of a convercent-divergent device of infinite radius, or in 

connection with nozzles of finite radii and for all purposes. 

How is such .3 device going to function ? 

The objfct of the first portion Is to accelerate the flow of the let 
whjlf- maintaining the.  underprv-ssure in it, so that its action on the 
surrounding medium shall be very string, and the second portion is des- 

tined to restore in potential energy what was obtained in the form of 
kinetic energy in the first part. 

Hence it is the first part which Is by far the most important and 
which will characterize the phenomenon. 

Let us, consider a section of annular jet emerging uninterruptedly 
from | channel of annular section,  ujt us> assume that one of the lips 
of the exit orifice of the feed channel is extended;  on that side of 
the jet it ^ill serve as a protective screen against the surrounding air» 
Let us also assunr- that the direction of this lip continuously diverges 
from the initial direction of the jet.  Wh;it will happen 7 

It is evident that in certain conditions there will be unstable 
eqvjilibrium between the number of molecules of surrounding air striking 

./. 



UNCLASSIF/ED 

Armed Services Technical Information Agency 
ARLINGTON HALL STATION 

ARLINGTON 12 VIRGINIA 

FOR 

MICRO-CARD 

CONTROL ONLY OF 
NOTICE:   WREN GOVERNMENT OR OTHER DRAWINGS. SPECIFICATIONS OR OTHER DATA 
ARE USED FOR ANY PURPOSE OTHER THAN IN CONNECTION WITH A DEFINITELY RELATED 
GOVERNMENT PROCUREMENT OPERATION, THE U. S. GOVERNMENT THEREBY INCURS 
NO RESPONSIBILITY, NOR ANY OBLIGATION WHATSOEVER; AND THE FACT THAT THE 
GOVERNMENT MAY HAVE FORMULATED, FURNISHED, OR IN ANY WAY SUPPLIED THE 
SAID DRAWINGS. SPECIFICATIONS. OR OTHER DATA IS NOT TO BE REGARDED BY 
IMPLICATION OR OTHERWISE AS IN ANY MANNER LICENSING THE HOLDER OR ANY OTHLR 
PERSON OR CORPORATION, OR CONVEYING ANY RIGHTS OR PERMISSION TO MANUFACTURE. 
USB OR SELL ANY PATENTED INVENTION THAT MAY IN ANY WAY BE RELATED THERETO. 



|*«*1M«C« db e«t4 nen abrtti Ai )*t »t  I'Mitr« cflU  «brlttf p«r !• :*vr« 
prolong««.    C* <J*»*qvj»ntr« «plr« «ur !• J»t «t  1« r«powft»«ra v»r«  U 
!>VT« prolong** c'««t • Jlr» 1« »»rci, «t «I» €• f«lt  U ^»rfqul Ilbr« • 
•ccrottra oncor» plus »t pr««qu» lr»»t«nt«n*w»nt )•  J«t e»»«rch«r» • •• eol- 
Ur I 1« p«rol.    D»n» »on fH—tol* 11 *ulvr* alor» un« «tp^ct d« ccjrb« 
ball'ttrru«. dont  I* tr«-:* moy«n ««r* un« court« forrtloo d# 1« vlt«»»« du 
J«t »t d«  l'«ction »«t^rl^urt d«  I'awtelanc«.    bi  U ptrci  •• tr&uv*lt tlof 
Itr« MllVHMM «n rttrttt  par r»pport k c«tt« court« «t (T'1«« pi«» * ■■ 
c«rt«in polr*  nlu« 4loign4 un contact du J«t #t d«  In parol  ait   U«u,  II 
y aurait ur  >     '»«»nt d« I'vtpac« •« trouvant «ntr« 1« j«t «t   la parol   (1« 
point d« c „du j«t et de  Is parol  fonctionn^nt corr« un joint).    C«t 
•apac« $e t      /«rait rapld«m«nt vid4 de» molecules qui »'y trouv^'ent «t 
k partir d« ce moment la vite»»c de l'^coulement de ce cbti du Jet »e trou- 
verait trJ-s fortement accrue puia^ue rlen ne vl^nt de ce c6t< reterder »on 
mouvefnent • 

De ce  fait  aussl,   la moyenne de  la vitesse de  l'ensenble du  Jet »• 
trouverait accrue car de l'autre c6t(5 du jet la vitesae d^cculement r«»te 
la mine que celle d*un jet normal. 

Les molecules de l'amtiance se pHcipiteraient ä traver»  ie» molecu- 
les du jet pour cobbler  ''espace h trht basse prfr.sion qui   se trouve prfcs 
de la paroi et au   fur et h mcsure qu'elles entreront dans  le Jet,   le» Mit" 
cules de celui-ci   ieur lmpiin,*runl UM Jirectlon confer-* h  la direction 
ncuvelle du jet et  puisque  MM ''coule^ent  eft de plus en plu» rapide plus 
on approche de la pare!  le» molecules de l'air ambiant üeront entratr^e» 
I  K-ur tour de plus en plus vlte,  plus elles approcheront de 1'etpace for- 
tement depressionnaire qui  existe entre 1« Jet et  la parci. 

Etant donn4 qu» In surface de contact avec  I'arriblance d'un Jet de »«c- 
ticn annv iaixfc est besucoup plus grande pour une rnlr.« masse que celle d'un 
jet de section circulalre,  et que  l'action de la forte depress ion pr^s de 
la paroi se fait fortement sentir sur I'ambiance & trovers  le jet,  on cons- 
tatera que la masse d'dix  «r.tiatr.^e est consid^rablement augment^e por rap- 
port h celle pouvänt Itre entrain^e par un j«t ordinaire, que sa vitesse 
de penetration dans un jet annulaire est  fortement accrue,  et qu'il y a 
done eu un apport d'^nergie,  cet apport provenant de l'^nergie potentiell« 
de  l'dir  lul«nJm« qtil  dolt »ubir un abaissemeMt  4»  la  t^rT^rature, 

3i  au point de contact,  qui   fait offlc« de joint,  on «'carte h nouveau 
la paroi  p.= r rapport 'a la nouvelie direction du   Jet et ceci  sur une cer- 
taine distance nouvelie,   le mime ph^nom^ne se reprcduira mals d«  fa^on plus 
faiblc,  et ainsi de suite jusqu'au moment on toutes  les Energies en presen- 
ce »ercnt trsnsmises h  l'enserrble du nouveau rtv'lange jet et  ambiance. 

SI cenm nous I'avon'. envisage ci-des»u» le Jet annulaire suit pen- 
dant tout son trajet  ie pxcfil d'un sytt^me convergent et dans  le» condi- 
tion» de  trace que nous venons de decrire,   I'air arrdiiant,  qui  se trouve 
& une pression et une temperature plus «Hev/es que cell«« dw jet,  dolt alors 
necessaiiement faire apf>ort d'energle.    On doit pouvoir repr«'»*nter grapKii- 
qu«iti«nt son r*le soit par un diagranrs» T2 »oit par un dlagrawn« JS. - En 
«ffet,on censtatera tout d'abord pendant  I« premier temps ou Pair se pr*- 
ciplte vers le jet, une chute de ter-perature,   la temperature  finale restant 
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tt* •apo*«d »Id« of th« J«t and thOM on %h» •\<f  protactad tov tf« «it« 
dMt lip. Thtt lack of aoulllbrli« «ill affact e.: Jat. tfrlvin« it to- 
ward» tha aitamtod lip ahich for»» tha vail, and aa a raault of  thla tha 
lack of aqulllbrlua »111 bacow »till «era aartad and, alaeat inatanta- 
naauaiy, tha Jat »rill try to adhora to t^ f^ll. Aa a «*olo, tho Jot will 
than bo following a kind of balliatlc curva, nhoao aaan path «rill ba a 
eurvo, function of tha valoclty of tho Jot and tha axtamai action of tho 
surrounding nodiuai.  If tho «all it than slightly sot back in ralation 
to this eurvo «hilo at a cartain point further along tho Jot again aakas 
contact with tha ««11, tho spoc» bat«roon tha Jat and tho «all »ill bo 
isolated (tha point of contact between the Jet and tho «all acting like 
a Join). This space «ill rapidly be ooptied of tho ■oleculos which «ere 
in it and fro« that «oment the velocity of flow on that side of the Jet 
will bo very greatly increased since there will be nothing to slow down 
its movement on that side. 

For the sas» reason the masn velocity of the whole Jet will be 
increaaed since the rate of flow on the other side remain« the same as 
that of a normal jet- 

The molecules «.  -rrounding air will ruth in through tha moleculat 
of the Jet in order to try to fill the very low-pressure area existing 
next to the «rail, and as they enter the Jet the molecules of the latter 
«rill impart to the« a direction in accordance with the new direction 
taken by the Jet; and since the flow becomes s»re and more rapid as one 
approaches tha wall, the molecules of surrounding air will in turn be 
accelerated more and more the closer they approach to the area of very 
low pressure existing between the Jet and the wall. 

Since a Jet of annular section has a much greater surface of contact 
with the surrounding medium in proportion to its mass then has a Jet of 
circular section, and the influence of the low-pressure zone near the 
wall makes itself strongly felt, through the Jet, on the surrounding 
atmosphere, we shall find that the mass of air induced ia considerably 
greater than that which could be induced by an ordinary Jat, that it 
penetrates into an annular Jet very much more rapidly, and that additional 
energy has therefore been provided, taken from the potential energy of 
the air itself which must undergo • ujop In teüi^rätura. 

If at the point of contact which acts as a join we once again make 
the wall diverge from the new direction of the Jet over a certain distance, 
the sane phenomenon will reoccur although a little less strongly, and so 
on until all the energies present have been transferred to the new mixture 
formed by the Jet and the surrounding air» 

If, as we considered ibove, the annular jet continuously follows the 
profile of a convergent device. Its path being as cieacrlbed before, then 
the surrounding air which Is at higher pressure aivJ temperature than the 
jet trust necessarily contribute additional energy.  It should be po&sl- 
bl» to represent graphically the part played by this surrounding air, 
either by a TS or a JS diagram. IXjrlng the first stage. In which the air 
rushes towards the Jet, we do in fact notice a drop In temperature, the 
final temperature, however, still remaining higher than that of the jet; 
during the second stag» there is transfer of heat from the surrounding 
air, raising the temperature of th*  jet.  At the end of the second stags 
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tup4rl«ur« k c«II» du J«t,  pult p*nd*nt   1«  Mcond t«»ps un« 4»i»»»o»» d» 
vhalMir *»  I'air «N>l«nt qui  rfl'vtr«   1« tr-fx'ratur» du J«t,    A  1«  fin Ai 
••con<J t»r<)«  la  fmptftur* <*•  I,»n«»abl# tvsi«  IrtfrffJrjr» *  Mawtoltne« 
«lor« qu« p»r»d«r.t  U tr»>i»l*»«» t«ir»>»t  oil eommmnc»  la conprtttloo dyna«l- 
qu»,   11  Y ■■■ ^Uvatlon d«  t»'fw'ratuT«,  «t  pendant   1« quatrl^n» t«r>ps 
raprlsa da chal*ur i  Patibianca. 

Pour ^tabllr  la profll da la paroi du convarflant du «y«tk«a eonv«r- 
gant^jivarcant qul dolt  postwar das points da contact avac la Jat «fin 
d'lsolar las uns das utras   las aspacas ayant plus ou molns  la mlna d«- 
gr*  de depression, on a 4t4 amantf i  la r^allsar an lui donnant un trac^ 
poly^driqua,  dont  las  facettas qui  rspr^santant das cordas da parties 
bien d^terrin^es de la courbe d'^coulement du Jet ont des dimensions par- 
falteirent d^limlttfes.    Ces  facett«s devront  faire entre elles des angle« 
de plus en plus  faibles et de valours bien dtfterrinles, eux aussi. 

Le diverjent du syst-rne convergent-divergent aura pour objet de 
transforrner I'^nergle ci n't' ^ue du iw'lange au col en Energie potentielle 
h  la  sortie. 

C'est en partant de tuut«s ces considerations que nous avons trouv^ 
et mi« au point ce que  I'on d4signe aujourd'hul  en physique du nom d* 

" Effet OüMUk ■ 

Dans  ce qul  va s'l'vre,  on ^t.idiera  la th^orle math^matlque du  ph4- 
i^ne,  en BMBMQMl P'r l'^tude du comporteiT»ent du Jet« no< 

Etsnt donn»' la petite section du canal d*ai.ien<?e du Jet par rapport 
ä   l'ense Lie du  Systeme convergent-diverjent,   on peut Justifier que  l' 
etude bi-dlnienslonnelle de  I'^ccKil^nent se rapproche ^noriwment de la so- 
lution de  I'^coijliMent tri'llinensionntrl. 

Par ailleurs, on envisigera tout d'abord un flulde incompressible 

On peut se denander,  bisn entendu,  Jusqu,ä quel  point un fluide cott- 
pressible sous une pression relatWer,ient faiDl<? pout Itre ^tudl4 par dot 
fornules de  la tno>jiie des  fluides incompresslblet.    La  lol da  la dyna- 
mique des  flu.des pr''voit que lorsqu'un fluide incompressible s'4coule 
autour d'jne  ^rÄte vive  sa  vitesse en ce point devient  infinle et ceel 
lndc'?»»ndemnent de  1^  press.on erl»tant dans  le reservoir dont 1« fluid« 
s'^chappe. 

Certe»,   11 est impossible de r^allser une arlte vive,  car chaque 
ar^te poss^de physiquenent un rayon  flni, quelle que  solt  la petltess« 
de ce rayon.     II est done certain que  le fluide restera dans un regime 
st'uson'que si   les pr^säions en amont de  !•« ibojchwr« sont suff Isumrient 
basses et par consequent on peut, en premiere approximation tout au moln», 
partir de la solution doan^e par la Theorie gtWrale de la dynarnique de» 
fluides  Incompressiales. 

./. 

~ 
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th«t of ft%»  «urrowndlng t-v*ftun of th« «hoi* •y»t«« It »till tmU 
lu.. «Ml« during tho third .t.9».  tn ^ie^ tfyn^lc co^r^t»o« •*•'"• 
t—Vftun rl»«« «nd in tn« fourth th«r»  U «gain tr«ntf#r of h»«t th# 

fro» th« surroundlr^ r^diu«. 

To givo tho »all of tho convorgont a proflU providing tho points 
of contact -ith tho Jot roqvifd to saparata fro» ona anothor tho lonoa 
of roughly oqual undarpraaaura. -a doaignad a polyhodral outlino whoao 
facata. which rapraaant chords aubtandlng wdlrdoflnod area of $h# "f* 
curva of tho Jot. hava fixod dlmanaiona. Thoa* facata awat fora» botwoon 
thorn  avar docroaalng anglaa whota valuas sre also claarly d«finod, 

Tho rola of tho div»rgant of tha convargant-divargant davica ia to 
tranafonn tho klnotlc anargy of tha mixtura at tha throat Into potantial 

anargy at the axit. 

Thasa wora the considerations which led us to the discovery and 
perfection of what is today designated in physics as tho I 

" COANDA EFFt.CI " 

In the following chapter we snail study the mathematical theory of 
the phenonenon. starting with an inv«s.tigation of the behavior of the 

jet. 

In view of the fact that the section of the feed channel of the Jot 
is small in comparison with the whole convergent-divergent system one Is 
Justified in assuming thr    a  biaimenslonal study of the flow approximates 
very closely Indeed to the solution for tridimensicnal flow. 

In addition, we shall start by considering an incompressible and 

non-viscous fluid. 

It may of course De üsxed up to what point, In ätuuylng a coinpressl- 
ble fluid at relatively low pr^s'.ure, one  may apply the formulae of the 
theory of incompressible fluids. According to the law of fluid dynamics, 
when an Inconpresslble fluid flow» round a sharp edge its velocity at 
that point becomes infinite, regardless of the pressure existing In the 
reservoir from wMch the fluid is flowing. 

Of course It Is Impossible to obtain a sharp edge because every 
edge must, ohysically, have a finite radius, however small this may be. 
It Is therefore certain that the fluid will rer.ain In a subsonic regime 
If the pressures upstream of the exit orifice are sufficientlv low and 
consequently we may, at least as a first approximation, base ourselves 
on the solution provided by the general theory of fluid dynamics, which 
concerns incompres'ible fluids. 

./. 

*■ ——- 
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fluid« eo«pr«>»lbl« h 4»t r^gl«»« tui^rvoniqu«*. 

Un« foil l'4t\Htm du J«t 4t«bll«, nout *t.iii*ton% ton »ctlon tur 1* 
«mbltnc« »t, I €• monmnt, nous 4tudi«ront »•• po%'.lbl i 1 t4t «ui «ppllc*- 
tlon»  a^rodynartlqu««. 

Nou« flniron« lUtudo par l'^tabllssomont d'un «vtnt-projot d'AERO- 
DVid LENTICUUIRE. 

Dans ctttt tftudt,  nous vorront tuttl comment  11 faudrait»  h notrt 
avla, tftabllr ton ilipoofdo dflnortl«v at par suit« la •yst^aw do c< 
manda qua nous pr^conl«arena. 

• • 

■ —« 

:mitn~ ^'"^MB 



Th#n mm  thcil 90 of« to study thm  bohovlor of tho Jot M • coaprottl- 
bio fluid In tuportonlc roglaot. 

Moving covtplotod our stuoy of th« Jot, mm  ih«ll go on to study Its 
action on tho surrounding aodlu* and at ihm  sama tlaa no shall oxaailno 
ita postlbllltlos of application in th« Maid of aarodynaolca« 

*o shall and our study with a draft projact for a LENTICULAR AERODYNE. 

In this project w« shall «l«o ttata hew, in sur opinicn, its «lliptoid 
of inartia should bo astablishod, and mm  shall doscribo tho aystoai of con- 
trols which wo advocato. 



^■MLJBMIMI ■ 
L'EFFET    OQAWD» 

IMPprTUK* DC L* COMPHESSIBILITE. iösiimn. 

i 

LUtud« th/orlque d« I'Eff«! 

COANOA conduit dirtctvmnt^ un probl^nw 

d» couch« limit« ass«? complex«, Lmt 

conn«issanc«s actu«ll«s ne p«rtn«tt«nt 

pas d« traiter un t«l problem« k fond 

dans tout« sa compl«xit^.  Mais la pr«- 

mi>r« ^tap« d'un« ^tud« d« couch« liml- 

t« «st toujours la d/t«!^!nation d« I' 

#coul«m«r.t pot«nt.i«l corrsspondant« C 

«it c« qui nous a conduit h  ces thlo- 

ri«s, purement analytiques dans le cas 

d'un 4eoulenent plan, analytiques «t 

num^rlqu«s dans le cas d'un <*coulement 

tridimentionnel h  sym^trie axial«. 

A theoretical study of th« 

COANDA Eff«ct leads dlr«ctiy to quit« 

an intricat« boundary lay«r probl««. 

Th« knowl«dg« w« h«v« at pr«s«nt la not 

sufficient to allow us to make a tho- 

rough study of th« question In «11 it« 

comploxity.  Kow«v«rt th« first stag« 

in a boundary lay«r probl«m Is always 

th« d«t«rmination of th« corresponding 

potontlal flow.  This is what l«d ua to 

«stablish th««« th«orl«s, which ar« pu- 

rely analytic in th« cas« of plan« flow, 

analytic and numarical in th« caa« of 

axlally symmetric, tridimenslonal flow« 

- 



- NOTATIOflS - 

Th« f*i-<t*rt In clrcUt rmfrnt to tnm dibUography. 

L 
oC 

UtLf 

p 

•I 

«fl^h of th« ch«nn«l. 

Ur>5th of tho Mppor lip of tho ehannol. 

Ungth of tho flap. 

Anglo botwoon tho flap and tho axis of tho channol. 

Naporian logarithrt, docimal logarithm«. 

Stagnation proaauro, atagnation tonporaturo. 

Downttraam prassuro* 

Danaity. 

Valocity potontial. 

Stroain function. 

Modulus of tho volocity; val^.ity componont» along tha axoa o*t*t 

Upstroam valocity. 

Downscraajii valocity. 

Physical plena. 

Complax potantial piano. 

Hodographic plana. 

Auxiliary plitna» 

Schwartz plana. 

Ratio of «pacific haats. 

Local sound spaad. 

Critical valocity. 

Maximum valocity. 

Modulus of tho valocityj  velocity components along tho vector 
radius and perpendicular to the vector radius. 
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■ etudi«r U BKXivtf^nt d^r fl-jld« tUcoulant d'jiv» r^ion d« pr«t»lon d'arrit 

"  P^    v«r» unt region ü« prcstion   ^   < Pg     p«r un canal ractlllgna da  longuaur 

" infinla,  da  largaur k   dont l^na das parol» sa tamina par «in volat da longuaur 

" L     faisant un angla -«     av«c  l'iixa du canal,   I'autra pa.oi dipaasant I'arlta 

'* d'articulatlon du volat d'jn«  lorvjuaur a.  ,  sous  las hypoth^sas tuivantaa I 

* - la mouvament ast plan,  ptmanant,  irrotationnal« 

" - la fluida ast Incomprcsslbla, non pasant,  non visquaux. 

" - las parcis du canal sont pa/faltanant lissat. 

Figura    I 

Plan da«   «•at^u 

Avant da commancar la resolution propremant dita da ca probltaa, nous allons 

pF4cl5ar las donn4as at anvisagar las cons4qu«ncas Irm^dlatas qu'allas comportant. 

Pour cala, nous commencerons par d^finir dans la plnn da I'^coulamant (ou plan 

physlqua) un syst&ma d'axa pamettant da rap4rar tout point au moyan da la varia- 

bla complex» z aX-»Cu . Puis nous d^finirons ia potantial complaxa r^giisant 

I'^coulament. Enfin, nous anvlsagarons la plan das vltassas (ou plan hodographi- 

qua). Caci fait, nous pourrons axposar la methoc'a parmattant da r««oudra antl^ra- 

ment la problem«. 

II.  1.E PLAN PHYSI^JE  Mm*.**.'? . (rig. l) 

L'orlgina das axas ast prlsa an A , point d'articulatlon. L'axa O»  «st 

la partia inf4riaura du canal. L'axa Ou ast parpandiculalra I On.    an A . 

Dans cm  iyat^ma d'axat, las point« limitant la canal sont I 

- pour la parol sup^riaura t   B'    ( -•• . k) 
A'    («■ . b) 

- pour le parol  inf4rlaura i ft (-••.o) 
A (  o . o) 
C (Leaati.-L**.*) 

f      ■ - 



I.  PKObLEM TO 3fc QOHJlütKtD  I 
" Study of th« notion of a fluid flowing fro« *ri aro« of atagnation prassur« P\ ' 

" towards a araa of praaaura ^ ^ ^ through a ractilinaar channal of infinita 

" langth, of width b and of which ona «rail anda in a flap of langth L making 

" an «ngla -•< with tha axis of tha channal, tha othar wail axtanding t>«yond ■ 

■ the edge of tha flap by a langth a. , undar tha following h/pothasas t 

t 

^ b. 

- tha notion is plana, patiaanant, irrotational. 

- the fluid is inconpressibla, without waight, non-viscou«, 

• tha walls of the channel are perfectly smooth. 

Figure I 

x plane ■ •♦ t 

3efore starting on the acUal solution of this problem «a shall set forth the 

data and consider the immediate consequences involved. To do this, we shall 

begin by defining in the plane of flow (or physical plane) an system of axes 

allowing us to det^nnhi« the position of any point by means of the complex va- 

riable BsXei^* Then we sh^ll define tho complex potential governing the flow. 

Finally, we shnll conäder the plane of speeds (or hodographic pisne). Having 

done this, we shall be able to expound tr.e method which will allow of a complete 

solution to the problem. 

II, HSL .PHYSICAL .PLANL ,„ JaJUULtt   (Fig. I) 

The origin of the axes is taken at A   , the point of articulati«    The ox axis 

is the lower part of the channel. The o«j axis is perpendicular to th, .*, axis 

at A  . In this system of axes, the points limiting the channel are : 

- for the upper wall :  b    (-••.b) 

A'   (a . b ) 

- for the lower wall i  Jb    (-•0' 0) 
A    ( o. o) 



4. 

u null» ttm v* i«t awit u« IMM •«»«. ^,J*» »»•rf» *•• !■■•■ ** 
eMMl, d'jutr« part d»w« tMrr«c»« lldr««. • priori I»»d4f«r»l«**••, ejwins«"' 

•n A!   «t  C,  •• Unli^nt I I'lnflfti »n O' »t O . 

Us condition« tui  limit«« «ont  i 

- k 1'lnflnl «mont («n 6   ot  5* )  i <co«l«^nt unlfomo do vltot«o v; . 

- *  I'artleulatlon (on A   )   t  lo flulio contourno un angl« vlfj <t«nt  Incowproo- 

«loi«,   11 prond done uno vlto««o Inflni«. 

- done  1«  long do la paroi   BA     ,   1« vlt«««« erolt do    *; *  1« Inflni, 

- 1« thrfor*«« do consarvation do 1» TUSSO axigo done qua  la lonnj do 1* parol 

B'A' i« vitosso d^crolss« da< 4 «%  (vitaaaa d^finl« plus  loin). 

- la long du volat    AC    I   la fluida aat «uppos^ «dhirar A  la parol  (hypothiao 

provisoira). 

- «ur las surfscas  Ubras  t   la mouvamont ast pomanant»   las surfacaa llbr«a 

sont done  fixas at eal^ axiga l'^quillbra das prassions dans  la Jat at i   1* 

axttfriaur du Jot.    La prassion ast done <gala k Pm   stir las surfacaa ilbras. 

O'apr^s  la thlortm« da Barnoulll,   la vitosso ast done eonstanta an modula at 

vaut  % 

*.    =\/ iJ»!_^P» « = Y*    r * <i) 
( formula ou f  design« la massa apfclflqu« du fluida consid^r^). 

h  I'infini aval (an O' «t D } t las surfscas Ilbras sont psralUlas, dlstan- 

tas da d : la vitassa dana la Jat ast unifoma at vaut ancora i 

III.  LE PLAN DU P07ENTIEL CGr.'.?L£X£ WB ^-»'.y  t (fjg. 2) 

Lo mouvvmsnt tftant lrrotstionnalt on salt qu'll oxiste un« fonction harno- 

niqua f (*•*<) dont las d4riv4os an un point font connattr« las conposantas do 

la vitosso on e« point. On salt aussl qua i'on paut assoeiar h   y  una fonc- 

tion harmoniquo eonjugu^o y( '«.^) talla qua 1'^quation  f ( * ^) ■ C* 
dlfinisso una ligna da courant du Jat. Etant harmonlquas conjugu^as* f ot */ 

d^finissont una fonction «nalytiqu* de la variablo  '•x<*i.^ i la potent it 1 

complaxa       t    W (»)• f f».^}* •- ^^ »• ^ 

La vitassa a alors pour composantas I 

■>m a/ ( 2 ) \  '-' 

Vu - , 1 ■ ) -& 

- 



4. 
Th« flMld f r-»i « J«t ■r.ci« J.flt» T», «I tl* ««• »w^l. Uw Mlit of tit« 

ch«nn«l, «no or» ihm nit»t,   two  fr«-« lurfacos. a priori Indotorwlnoto, togl*^*^ 

•t A' «nd C | oivilng at Irfinlty at O and D • 

Th» conditions at u*  llalta aro t 

- at infinity upttrvao (at ft and ft' ) t unifom fie« of wiocity vj 

- at tho odga (at A ) i th« fluid flow» round a »harp »ngl»; boing lnco«pr#»»ibJo 

it th*r»foro acquiraa infinit» valocity. 

- th»r»for» along th» wall ft A * th» v»locity incroas»» fron v, to infinity. 

- th» th»orMn of consorvation of mass tharcfor» d»ffland» that along th» wall ft A 

th» velocity should d»cr»as» fron ^ to \ro    (velocity dafin»d furth»r on). 

- along th» flap AC  : th» fluid it assumad to adhara tc tha wall (provisionnal 

hypothasis}. 

- on tha fr»e surfaces t thw motion is permanent which swans that th» fre» surfaces 

are fixed and this necer.sit^tes »quilibriura of th» pressures within th» j»t and 

outsjde it.  The pressure on th» fre» surfacas is therefore «qiMI to P« • 

According tc Bernoulli's theorem, tha velocity is thus constant in module and 

has tha value : 

v, o c\/2 5 -p« ( I ) 
P 

( fcmula in which p indicates the density of th» fluid under consideration). 

- at infinity downstream (at D and D ) i the free surfaces are parallel, at a 

distance of d t  th« velocity in th» jet is constant and still has th» value : 

III.  TV-E PUNH OF THE COMPLEX K)T£NTIAL w « ♦ ♦ t f .(Flo, 2) 

Since the motion is irrotational, we know that there exists a harmonic func- 

tion  f (x'4) whose derivatives at a point determine the components of the velc- 

city at that point. We also know that we can associate with £ a conjugate harmo- 

nic function  T('t,«^ such that the »quatior Y(*.,y)s  Constant defines 

strear line of the .iet.  Being conjugate harmonics, £  and T define an analytic 

function of the vuiable ^=.x.*ti4 : the complex potential 

wU)=#(» 
The cor pon».nts of  the velccity 

*« 

*k 

—     —     ■■        i ^L        ^      _ ] 

. 
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St 

Mfinlt  )« vlt**«« cooplti«.  «lU MMl   fdACtten »njlytiv»« «•   «    • 

Uant  1« pit»» pnytl^M.  1« J«t vat  1U1U par <toua  1U««* «*• MM. tAt  l 

• I'un«  ferW« par la parol  Inf^rlaura tfu canal,  la volat at la aurfaca libra CO  , 

aat d^finia par i    f • Vi 

- 1'autra fora*a par la parol auptfrlaura du canal at 1« turfaca libra   ^ D'   , aat 

(Mfinla par i       f ,  ym 

En outra,  ai on ta placa I  1'lnfini aval du Jot (an   D at £>' },  on »a trouva 

an pHaanca d'un tfcoulaaat.^ unlforma at on paut done <crlra  t 

^' ^ = <. aoit t    y. - y* - «jv. i 
Done, dans 1« plan    w ■    f * L  Y la dooalna corraapondant au Jat tara  11- 

mit4 par  las daux droitaa paralUlat k  I'axa daa     \       i    w    •      {  -• ^  Yi at 

w.   f * <-%    diatanta« da    d>4 

Pour simpllfiar las calcula,  nous tupposarona qua     xt • •        .11 aat bian 

£vidant qua catta hypoth^aa n'anlkva rian h la gtfntfralittf du problkw car an 

all« raviant a prendra    >4    coma unit^ da vitasaa.      SI  wf(a^«at la potantlal 

corraspondant \       ^i  -  '      ,   la  fonctlon t 

>-\f*TKr~ 
ast It potential corrispondant k : 

■\A >\ -^ 

La domaiha corraapondant au jat dana  la plan v<r   «at done  limlta par daux 

droiias  p<iralI«l«B distant««  d«     a1      . 

On a ancora la choix da I'orJgina daa axaa dana i« plan   w    .    Nous  la prarv- 

drona talla qua  x        Y,   =   -^- Y« =   -     j A' » -   i.     ä 

(    A't   dtfsignant  I'nomologua dana 1« plan  w du point   A'  dana la plan   »    )• 

On a alora la fig. 2 qui donn«  l'aapact du domain« du pot«rttt«l ro-^pltjc«. 

I _        ( Flgura 2 
. D.                                   '        C. A. 0|u     ( x ^t 
=■ 1 1  ■ )  Plan daa    ^ .   ♦  ♦ »- Y 

li 



** mm *m*mm of mm Mpta ••»•«tui i|f • «f» «%^ «-f^'4^) 
«•flMt t^ ca«f>J*a «•loclty, ■Wc»» I» •!•• •« •«•iftle ft#«icCleM cf a . 

In tr* p^vttc«! pian«. thm  j«t U bound*«} by tme  strva» !!»•• • 

- on», provtaod by tf^ lo^r ««II of t^o ch«nnolt tr^ fUp «iwi th« fi^o turfaco CO . 

t» defined by I Y*» V» 

- tb« other, fordert hy t^o upr«r w-»lJ of th« ch«nr»el «rvJ tbo fr»e surfaco A D   , 

it  defined by i f m Va 

In «ddition. If we place ourtalve« at Infinity downatreaai of the Jet ( at D 

and D' )» th* flow it unifenr and wa can th«r»fcra write i 

4 

Therefore, in the plane w * ^ ♦ «- T   , the doTain corresponding to the Jet will 

be limited by the two straight lineft parallel to the $ axis : w- ^ ♦ «- % tüi 

Wr t* i JE  whose distance apart is 6,\ym 

To sirrplify th« Cdiculations we shall assure that  v>> m 1  . It is obvious 

that this hy^>othesis in no way effects the general nature of the problem, for it 

sirrply amounts to taking v>» as the unit of velocity.  If w (K) is the potential 

corresponding to v-© = 1  t   th* function : 

W^) -.\l*-   SIE"    w(x) 

is the potential corresponding to : 

\ITJIIK 

The dorain conespondir.g to the jet ir. the w plane is thus limited by two 

p-ir^ilel streicht lines whose distance ipart is d   . 

Ae itill have the chcice of oric-ns fcr the axes ir the w  plane.  We shall 

take tr.e oric.ir such that :  n  ~ -2.      j\  ■ ~-=-     A« « " *■ "» 
2. * ■ 

( At cesicnating the poirt in the vs/ pl^ne homolcgcus to point A in the c plane). 

."IP tfen h^ve fie. 2 which show, the aspect of the doT,iir. of the con.plex potential, 

•^ (Flcure 2 

A>       ft, *.    fW plane = 4 ♦ »- ¥ 
i i    \ * 

,1- 
% 
—t —  

I 
i 

■ 
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U pot«'ti«l     *^(«)    <t«it  anclytliu« »n    «    (  11  »n «st d» ■#«• ft  !•  foncclo«  i 

f = . if. B       __!        -      ^.   «'• (  3  ) 

Nout  «lions  lifTfirmx  1« dotMln«  Jo pl«n       5 : .1   ««•• «vi.   «^. • corr«spond«nt 

•u   i«t d«nt  1« pltn phyfiqu#    *      • 

Nous  r»r!53n.}uofts d'ab^r^ qut  !•  long 6m% turfacvs  librvt du J«t  1« vlt««9» • un •»- 

dult constant ^gal k      «S  « / «11   l«ur correspond done,  dans  1« plan d*s     S    t 

la circonferenc« centra« ä  1'origin« d« rayon unittf. 

En    A    «t   C     la vit«ss« a pour modul«        ^   ■ ' «t  pour directions  respoetlwe 

i'a««     oat     «t  1« volet     AC .     L«$  points hocnologuvs     A's   tt      Ca   du 

plan     !f      son', done parfaitvment d4t«nnlnrfs  t     C« sont  t 

En A la vitess« est  infinit «t   I« point     Aa     honologu« se trouv« done  a   I'origin« 

des  axes du plan     T       , 

C/uand on passe de A ^   B ,   la vitesse est constatment diri^oe suivant  I'axe   Ox. 

et decroft de  l'infini  a    *,^> <% s I       ; done,  dans  le plan     f      ,   il  correspond 

h       A &     un segment      Aa   Ba   ,       &a    rftant  si turf entr«   Aa «t     A'a    . 

wuand on passe de   B    ä   A'   ,   la vitesse est de mtoe cons.amnent. dirigee dans  la 

direction de I'axe   O at  et continue i d^croltre de   vT   i    v;   .  Le point    &a    I o.-no- 

logue de   B     est confondu avec   ßa   et 4      B   A' correspond le segment 

"« ^«     du plan     5*      .    II est «lore Evident que  le domaine correspondant  au Jet 

dans  le plan       f   est  le secteur circulaire df^fini  par  t 

o </ 3/</ -« <  e  < o 

En effet, la fonction "S - --^^   ^tant analytique en  •  , ell« asture la re- 

presentation conforme du Jet dans le plan * sur le plan 3 . Done, en partieuli«rt 

le sens dans lequel on d4erit le contour du Jet dans le plan *  doit Itre le «Am 

que celui dans lequel on dtferit le contour horaologue dans le plan S    . Cecl mon- 

tre que les points homologues Da , Oa (par allleurs eonfondus) des points D «t 

D'  du plan  z  doivent se trouver sur l'arc de circonf^rence Aa Ca , Car, 

sinon, D4 et  Da devant se trouver sur la cireonf4rence centr<e l  l'origine et 

de rayon unit4, pour passer de Aa k Ca par  C>% . D* t on devrait d.<crire un 

arc de a&rcl» deux fois et la transformation ne serait plus conforn«» pulsque plus 

biunlvoque. 

Le domalne correspondant au Jet dans le plan J* est done bien 1« secteur clrcu- 

■ 



:>.    r>it WLUJU-AHII, yijjtt    f = Jp • 
. • CPfc II 

Ut ut  ;«r.o»« tn« u^ul« ty *   •na tr* «rcuMr.t of tf>» »«Jecity «t o*»» polr.t oy 0   , 

1.« .^1   »»I Aw   k 
> ^ 

Th«  pot»ntl«l   wC»)  t>«lng  «n^Iytic  of    &    ,   tr.»  MM  •prll»t  to  t^»  function   : 

*»- £ 3. _L- «l# 

** shall det»rrlr.» the dor#ln of tlW plan«  f«-y- t*» O^i^-vm» contsponcng to th« 

J*» In the physifal plan» ■ 

First iw» shall not« tnat along the free surfaces of the jet the velocity has a constant 

modul* equal to tlfe « f . *t.at corresponds to therr; is, thert-fcre, in the  I  plane, 

the circurrference centred at tf.e origin, of unit radius. 

At A' and C the trsodule of the speed is  v>» s. I  and its respective directions are 

the axis OJC and the flap AC   . ihe hor-ologous point* At    and Ci of the f   plane 

are therefcre exactly detenrired.  They are : 

A'I ^  (l,o) Ci M  (tm%m , * *** m) 

At A tho velccity ic. Infinite and the honologous point A^ is thernfcre located at 

the origin of the axes of the J  plane. 

rfhen we pass froD A to B , the velocity constdntly follows the directicn of the 

axis ox and decreases from Infinity to ^, ^ «"o ■ I ; thus, in the J plane, what 

corresponds to A B is a segrrent Aj^i ^^ located between  Ai and A 2 

A'hen we pass frorr. ft  tc A' , the velocity similarly follows the directicn of the 

axis ox and continues to decrease frc.~' ^, to v0 .  The point  ft 2 , honclocous to 

6>  coincides with E> 1 and what corresponds to & A is   the segr.ent B^A^f the $ 

plane.  It is then evioent that the domain corresponding to the jet in the f   plane is 

the circular sector defined by : 

04/ f/4 * -•< 4G 4 0 

The function tz—■,— being analytic of :c , it fixes the confcrn.dl mapping in the ^ 

plane of the jet on the T pl.^re.  Therefcre, in particular, the contour of the jet in 

the z.   plane rnjst be described the same way rrund as the honcloaous contour in the -f 

plane. This shows that the points D^ ;D».   (which incidentally coincide), hopologous 

to the points D and T) of tr.e z    plane rrust te located cr. the arc of circur.fert-nce 

A^ Ci . FOT otherwise, since Di arid !D7 -ust be on the cijcumference centred at the 

nngin, cf unit radius, tc pott frcm A^ tc C j bv T), , T)^ .we snouid ruive to describe 

one arc of tr.e circle twice and the mapping would no ionger be confcrnal, nince no 

longer one tc one. 

The drr.iir con et, pondi m) tr tte *Pt in tne y pi ■^e iz   t^er<-f?re defir.itelv thr 



f. 

Iiir«     A,   Aa  ts    9t  l'hoBoloqu« du p«?nt  4  l'lnfln!  «v«l du J»t  (•«    t> .  D      ) 

• st  1* poin*.      Da .   D«        i-':ni   p«r  i 

v.   MEMBI K ttSMtfLMI - Plan   { S fc».,*>-t;> 
Lt fnpthclp q«f rcus allons utlllser «st la m^thode g^n^ral* de Helmoltz- 

Kirchhaff.  Eas^e sur la transformation conforme, eil« consiste h  Introduire une 

variable complex« auxiliaire  t» t Ä , «. t ^ qUi va pennettre de pararr/trer le 

Probleme.  Par trinsfor...ation conforme, on applique les domaines correspondants au 

jet des plans w et  !f  sur le demi-plan   ^ ^0  .  f\ii8, en partant de l'^qua- 

tlon de la vitesse complexe qul lie »r. T, * , on expiL,™» « sous forme d'inte- 

grale ne dependant plus que de t . L*integration et 1'identification des difftf- 

rentes constantes introduites pernettra d'achever le probl^me t h  tout point du plan 

physique or.  pourra assocl^r un point du demi-plan  t«,^0 *t» d« 14» passer aux 

points homologues des plans 5* et w , 

VI.  RELATION ENTRS LES DOMAIJJE5 S    ET    *■     .     ( Fig. 4 tt 5). 

On transforme d'abord 1« secteur circulaire en demi-cercle par la transfor- 

mation conforme t    J 5 * ( 5 ) 

Cette transfun.iation revlent ä multiplier les arguments par  —   et 4 Cle- 

ver les modules 4 la puissance  ^   .  II est alor« Evident pft$  dan» le plan 

J . ^ e    on obtient un dexi-cercle centre 4 l'origine, de rayon unltrf, «Itui 

dans le demi-plan : 



ctrru««r ••ctcr A, A, C ,    •*** th« homologo0 of tr* point «t irflnlty 

of tho Jot  («t 0 ,D' )  I»  trio poir.t   Di , D't    tofi*** t>y  I 

T. 
trooa 

f. m*1* 

From which figurt J : 

-«^•.^o   (^ ; 

( Ficur« 3 

• -«•© 

V. M,--THOF OF SOLUTION -  t pline = tac ♦ ^*V  . 

The method we «re going tc use Is the geneidl method of Helrrholtz-Klrcl-hof f.  Based 

on conformal m.ipping, It consists In Introducing jn auxiliary complex variable t ss. 

t x ♦ »■ t ir wnlch allows us to try to solve the problem by using *  Darameter. By con- 

formal mapplnn, we map the dor.unns corresponding to the jet In the w and "f   pianos 

in the halt-plane t.^ O .  Then, starting from the equation of complex velocity 

which links w, "€ and a ,  we express « In the fom. uf an integral which thon only 

depenus on t , The integration and identification of the different constants In- 

troduced AÜi yivc: the complete solution to the problem : we shall be able to asso- 

ciate any point in the physical plane with a point in tht half-plane t^^ o and, 

from there, pass on to the hoDolooous points in the *f and w  pianes. 

H 

VI.HhLATI^N OF TVjE 'f AND fc. DCMAIto. (Fig. 4 and t) 

First we tr.ir.sfom the circular sector into a ser-i-circle by the confcmal 

mapping ;    "f ä "^ */*. 

This transformation arrounts to multiplying the arcunents by .2L  and raising the 

modules to the power  Jh   . It is then eviaent that in the "f'ajra. plane we 

ootain a sericircle centred at tr.e origin, of unit radiui., located in the half- 

plane :         r «. % ^ X ^C ft 



m *•* 

(Flguv*    4 
(PUn d«t     ^ •    ♦ • 

A* 

1 0 «•A 

II   suffit alcrs d'appliquer   la   transfcrrrition confcnr« de Joukowskl   pour pai- 

( 6 ) 
ser du der.i cercle au deri plan, soit : 

On verifie bien que cette tr^nr.fcrn^iticn aonne un deri plan.  Hn effet, en intr<>- 

duisant le module et l'argurent de   Jf'    »on obtient ! 

vi      a ..a . 

• y 

to» A * *'-/ 

a* 

Corj e sur  la  fr^ntl^re du deri  cercle du  c-lan        *i        ,   on a,   $oit     A ■• O ou TT 

soit       i * I      ,  on voit que  dans   le  pl*n   t   ,   le dornaine corri-spondant  est   llmitrf 

par  la droite       t-    » o     .  D'autre  part,  en un point quelconque  ä   l'interiejr du 

deri-cercle  du plan   ^f' ,   on  a  -w^ k ^ *»   <d.    ©s ,♦   O    :     aonc   le  point  homc- 

logue du plan   t    est  done  toujeurs  tel  que  :   -•• ^ t^ ^ • ••      «6       t^>   o 

Le dor.aine corxespondant du   plan    t   est done  bi^n   !e der i  plan   t-.>o . 

En definitive,   la transformation conferne  : 

t:i  [^ ,*-*i (T) 

assure la representation du secteux cLrcul^ir»« du plan U sur le deri plan t, ^ o 

I1' 

-«i > 
Si f; ^ 

( Figure 5 

( Plan des  t t tÄ ^ tty 

e, 



I*f»l 
Hguf 4 

Then  it  1» only  necessary to apply Joukowski's confornial  mapping  to  pass   from the 

s^fni-circle  to  the half-pl«ne,   i.e.   t     t»-i-('f*'f'''^ (6) 

Ae  can easily verify  that  this  transforniation gives  a  half-plane.     By  introducting 

the moaule and  the argument of     "^   we do,   in  fact,   obtain  : 

tafc m.it%.ti,.*.f.'"]    .^ to» A •♦ c   ———     »it«   A 

As on the boundary of the semicircle of the »'plane we have either AiO or Tf  or V«f, 

we see that in the t plane, the corresponding domain is limited by the straight 

line t„ c o . On the other hand, at any point inside the semicircle of the "f pl^ne, 

we have-It^A ^o en< O^^r ^ \ i thus the homologous point in the t  plane is 

always '•«uch that s-**^«,^*** •^tw>0Jhe corresponding domain of the  t  plane is 

therefore proved to be t» ^ O • 

It is thus established that the confornial mapping ; 

».+ lf% * f->ij (7) 
gives us the mappinci of the circular sector of the f  plane in the half-plane tu^O. 

- k 
I'' 

^A: 

( Figure b. 

{    t   plane = C-st «• V-fc 

i 
1 



11  fauC ««Irt»»«!«!  vptrMnfr  U b«^i» du piM   *    (Fl«>  3) »ur  U  n«ol  plan 

L> o     .   3«tt» bjnd« r«pr*«»ni» un rcctcngl* Jont dcui  c6t4% p«r«J]*l»i   »ont  In- 

flnl».     II vl*nt n-tiir»Il»«n«ni I  l*—pTit d'appllqu^r  1* thiorlm am Sehwartt qj« 

nous  «Hont r«pp«l*r  t 

" Soil dans ^n plan       Z. X.«,/    un polygon«    P     dont  Its angles aui  somMts  sont  " 

c^oicjf...';, pui   »./d   /•••   at  las affixas das  sornats  par   :    A, ft, C 

y» » 
Figur« 6. 

c 

H " 

"  La  tr»nsfomation conforma qui   applique la polyoona   P du plan Z.   sur la dari 

" plan      » ^ O    du plan       z -. at»*«    est donnsa par i 

r 
" OÜ 

H 

«•, k.c sont las affixas dans la plan « das honologuas das points 

A, B.C... du plan Z at 2 «t * sont daux points homologua»,  K 4tant una 

Constanta. 

■ 

■ 

■ 

■ 

M 

Dans la cas qui nous int^rassa, las anglas au sonr«t sont au nombra da daux et 

sont tous las daux nuls. D'autre part, il faut «Wld«trm«nt qua las points ^ t ft', at 

D. i D'I  aiant las mlras homologuas dans la plan das t qua las points &« , fi^at 

^* *  ö«  du plan des 3'    . Done, la transformation conforma charchrfa ast donnrfa 

par t 

»r - if   - K 
I    (t.t.)ii.t.) 

II ast cofijroda da prendra  ^i-tji    c'ast h  dira da sa placar en  A', dans 1« 

plan das w (Fig. 2). La point corraspondant du plan das J  ast A'  (Fig. 3) 

done  A^ dans la plan des  ^J" 

(fig. 5) i done i        6 . / 

En remaicjuant an outre qua t 

(Fig. 4) at anfin  A'  dans la plan des k 

(i.t.)(t.i.) t.   t. It. Ik. 
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¥11.     KtUTIC« 0»   TVl w   »nd    t 

«• mutt nom r«pr*»*nt thm ixrip of **   pUnm {fig, 7) on th« h«lf-pl«n« ty>ö  . 

Hilt strip r«pr«t«nts  • roctangl« of ahich two p-r«ll»l  «id«» «r« infinit«.     ■• natu- 

rally think  of applying Schwartz'«  th*or*«<f  wflch «PO wl11  ttato again  : 

"   In »  plan*     Z»X*iyiat  thara ba a polygon   P  ,   tha angi«» at  It»  apicas  0«lng    " 

dasignatad  as   <*, ß .  t and  tha affixes of  tha  apicas  as   A , & , (T    ■ • N 

■ 
n 

n 

n 

it 

•• 

yf ^ ^       fiTilS-^. 

1 _A- 

ZsX^cY 

 i 
c 

M  The confomal  mapping by  which  tha polygon   P  of  the "Z.   plane  is mapped  in  the 

„  h^if-piane   Jt^Oof  the   «•ac-fi.u    plane  Is given by  : 

Z-Z     s  K 
it 

II 

where  a.b.c    are the affixes in the «. plant of the homologues of the 
n 

points A;El>. C.of the 2 plane, where Z and a. are two homologous points and 

K is a constant. 

In the case in question the angles at the apex are two in number and both of 

them are zero.  On the other hand, it is evident that the points fb| .D^nd D» "D i 

must have the same homologues in the k plane as the points B^ , fb ^ and'Di,.'!)^ of 

the "f   pl^ne.  Hence the required confonral mapping is given by : 

w . w  = K f   ^  
) 

It is convenient to take Wr-ti • that is, to place oneself at k\   in the w plane 

(Fig. 2).  The conespondlng fjoint of the "f plane is  Aj  (Fig. 3), and there- 

fore  A'^  in the f plane (Fig. 4) and  A^   in the t plane (Fig. 5). 

hence  t ■ \ 

Noting also that J 

(t.k0){t-t,) t.-t, 
\ 

U t, 1 t-t,  j 



10. 

01   Ott if ' i 

- t "frfl-ru    -rr) ' ( • ) 

U  fooction k intdgft pr4»9nf un pflU tlmpl» pour     !• ••      , <*• r^tldu ^g«l  i   -'   . 

uuand 1» ch»r.in d* Integration pat*« p*r     t,      ,11  f«ut Mft c« p6l* «n Integrant 

str un darl-carcl» d« rayon   6  quo  Too  fait  tandr»   vors  irfro. 

e. 
Figur«    7. 

La  th^orie dos residus montra alor» qu« I'lntrfgrale augment« d«    »■ "*     «n passant 

par     t.    f  c.a.d. que 1« sacond uwribr« d« 1'tfquation 8 augirant« d«  I •■ * — 

D'autr« part,  pass«r d«  i   t,-tf    <•    t, ♦ Ä    r«vl«,-\t, quand     £ -~  o      ,  i pa8t«r d« 

b,     ä      B.       dans 1« plan das  ^ (Figur« 2)  dor c 1« pr»mi«r ni«nbr« d«  lUquation 8 

augment« de    cd     .  On a done  t 

c^ t n 

et   : 
t.-t. 

Seit 
t. t. ir 

8        rJ,     [it. I   i. j 
L*integration est el^mentaire at donn« t 

•r#t I 4 L.    klil    - U iit]   :. aft,, 14:   - Ln LJ. . cir 

car : L, N1, U k"-' 
».«• 

Ä * 
On a done enfln t 

et 

at   • (k.t.>(k-M 

( 9 ) 

do) 

La formule 9 d4finit la transformation conforme «ppllquant la bände do plan des ** 

sur le demi plan  tj i O . 

VIII.  RELATION ENTRE LES DOMAINES « et  t  P 

Pour trouver la relation permettant de pester du plan des a au plan des fc et 

ri^ciproquement, nous p^rtons de la formule d^flnlssant la variable 'S    Uquution 3) 1 



«•   Ofct«!*   I 
IC. 

wirf.     =  -5—     f / _! L- ) dt 
(•) 

T^  function tc b»  lr.t»qrat«<J pr*s*ntt « ftla^ii pol»  for     ts t,   ,  *itt  • rtsiau« 

•qudl  to - /      .  Äh»n  lh»  p*t^ of  integration passt;   tffugh     t.     ,   t.is  pole rrrost t>« 

iv.ic^d by   integration or. a  '.«rricircle of  r^diu»   i,     *Mc>«  i'- 'rr«^»  to  tend  toward» 

z'-rc. _ 

t, 

r^ 7 

The theory o? rp'.inues then shows that the integral Increases by i, "W passing through 

t|  i,*, the second ir.eriber of equation & increases by i i T» ——r     Also, passing 

fron. t,-f to k«* £ , when £ -v O , amounts tc passing from ft', tc J^  in the w 

plane (Fig. 2),  hence the first mer.Tfcer of equation 8 incre-ises by v d .  Ae there- 

fore have : 

id ■ I 
t.-k, 

O r 
*.*, 

and : 

W   ■¥   i. at 

The integration is elementary and gives : 

w* t 
2    'W L   t~t.     Uk.J    • L t-t.     1-t. 

_ en 

* «-irr 

Thus we end with : 

W 4 
- w 

ind 

4w 
dt 

k-k. 

k. -k. 

I  ^ w 

(^e) 

Fomula  9 defines  the confornrd  mappinq  by wt.ich  the strip of  the   v»/   pl<jne  is 

manped   in   the  half-plane   ka>0. 

VIII.     KLUTIoN  01    T:tb  ^    >ind    k    X^Altio. 

In ordei   to  find the  rolntion allov;ing w,  to pass   from  the   x  plane  to  the    k   plane 

and vice  versa,  we  start   from the  fornula defining   the viiiable    "f    (Equation 3)   ; 

■f . - «a, 



I 

It. 
f t w- *•• points honolo?**«« <f% plan«   i»»   «    t AI «r i On «n d#*jJt,  »n (^»»gnant ^4» 

dt (11) ...       ^'^'i      ^ 
D'apr*!  I'^quation 6,   on a  i *_ 

done   1 
t   . ci.U  5 (6«) 

Pour inverser cette  fonrult,  11  faut  se rappoler que,  dans  le domain«  repr^sontsnt  1» 

jet dans  le plan des      Jf*   ,  on a  constamrent   1     1 ^5 I  < '      »11  faut done  prendrt   : 
y ♦(^•f) (- A'* c,,t< (I2) 

ou Cv/>) f.Af« ckti  represent« la valeur prineipale de eett« foncticn, e'est h  r'ire 

celie dont i:argument est compris entre o et TT , 

Or a done enfln t 

*5S e-* 
Arc *kt (13) 

Liquation II s'^crit alors, en tenant cotrpte des Equations 10 et 13 1 

77 Jk (t-t.)(t.b^ 

Cor^G les poir.ts critiques de la fonction h  Inttgrer sont sur la fronti^re ( ce 

sont t, et t,   )  et que cette fonction tend, en module, plus vite vers z^ro que |t 1 

quand  It I augr.ente ind^f inir.ent, 1* Integration peut se faire suivant n* Importe quel 

chemin h  condition d'appliquer le th4or^me des r^sidus au veisinage des points criti- 

ques si I'on atteint la frontifere. 

Pour »ffectuer 1' Integration, 11 est plus comode de revenir h  la variable ^' . On 

a done : 

t-  p-.,- 4enc        db 
a i [- '■■, 

D'autre part, 11 est corrode de prendre  » s 0  e'est ^ dire de se placer en A 

dans le plan physique. On est alors en Aj dans le plan des t (Figure *)  et 

lt\ , 00      ; on est done en A4 dans le plan des  ^J' et  IJ' r o  • Liquation 14 

s'^crit done 1 

.: 1 f Vu y'4 ! {Jli2l til (15) 



XI. 

Fro» thli w <J^)uc«t  i«»J9r*ting «t i.k.w hc^lo9ou» pftlM» I« lh« «. k    ä««J w  pMMi 

According to »quation 6,  w« nav«   i 

^T 
hence   :       k   E ch  Lr, f' U) 

To reverse  this   forrula,   we -rust  rerember that  in  the domain  representing  the  jet in the T 

plane,   we have all  the tirre  : | "f    <. I      .  Ae nust  therefore  take  : 
-,_        ♦(^f)    [-Arc   CM] (\Z) 

Mere  (♦p') UAN cUMr^presents the principal value of this function, that is tc s^y tr.e 

one whose arqument i r, includec between O and ^T 

Thus we finally have : 
^>   -Ä. A.c tKt (ii) 

Equation II c;in then be written, taking into account equations 10 and 13 : 

t  _ J? Arc c>> k v* t  _ «: Arc ar\ I 

^ Jt (t-t-Vk-t^ 

Since the critical points of the function to be integrated are on the boundary (they 

-ire t, and t, ) and this function tends in module more rapidly towards zero than 

| k I"  when |t \     increases indefinitely, integration can be accomplished by following 

any p<ith provided that the calculus of residue-, is dp; lied In the neighborhood of the 

critical points if the boundary is i^jched. 

To effect the integration it ir- more convenient tc return tc trie variaoie i       * 

iie  tr en hive : 

Further,   it   Lt  convenient  to  take    t  =. o    ,   i.e.     to  plaer     urttivtl   at     A     in  the 

physical   plane.       Then we   ir«.-   at   A3 in  tne    t   plane   (Fin.   5)   ar.c'   't/- 00 :   ^e  ^r« 

it   A(, in  th«   T     pi mo   ind    "f'= O       .   Equati'in   !•'   is  ther rf or« written   : 

rnn.fiotfiit,'?!.] 
l!« 



U» «*ret JU d#na»lfMt*ur «•  1«  fence ion 4  inUqft  »o#it  I 

1.. t. /i.4 

5a.t%-/e:-i 
•  . 

f<»n.irL,uons bi»n ^u«? I'or • »ntre c«$ vjl»urs l«s relation» t 

Is. 

no 

(17) 

On  D«?ut  df'coniposer   la   friction  rstinnnel le  sous  1»  signe  sorre en ^l^nents   si(rpl*t* 

Pofons   : 

s:*.i 5       I 

r*  ^t. 3'./]L
r5", ti 5'* 'j fj f.K» §;)(»  ^)r J **) 

& 

r *.       5' 5;      r. *',     J   ti. 

On  a,   pour df'ter"iner   A,    ,   I'equation  : 

t'.a-/ 

En utilisant les relations 17, on obtient successiverent 1 

A - r.   - r. 5; ■i'. 

(fl- *i)(X' f*) 

Des  calculs  analooues  pomettent de calculer alnsi     b,  C,   D .Or obtient   flna» 

lerent   1 

A ^   b  . 

La   forr^ile  It» s'^crit done   t 
3( L-i.i 

z. toi 

Pour «^viter toute rrnfu'ion entre      ^ :   borne d'Integration et     5' t   variable 

d'tnt^gr-tion,   nous   rer-placer'rs       If ,   vanaoie a'intfgr^ti on,   par  * 

I 
- 



Thm i«r>« of th» d^fMMtnctor of UM functtMi to i* int««r«t*d «r» i 

Ut  us  not«  that  th«  r«l-itions  b«ti*«<?n  tn«««  v«lu«»   ir«   t 

'       -'        - (if) 
I 

W« can decompose tho rational fraction under th« sign of integration into simple 

el.rients : Let us t^ike i 

ftj _    r^i 
[f'a.2t.f:i][f'i2t(f:o      (r-f:)(f-fi)(f~f;)(f~ft) 

=:       A 4        B       ^.   C ^       T> 
!f:f:     fif^    fir,    f. n 

To detennine   A ,  we have   the equation  : 

A = *',>■ -I 

Using the relations shown in 17, we obtain successively : 

A -     <2 - S fj      .t 11 

Analogous  calculations  allow us  to work  out   B/C.D    in  tnis  way.     Ae   finaly 

obtain   : 

A r   B >        ! 0-1)= * 

H<,<nc«  for'ula   K can D«»  «ritten   : 

r    y »f' f <p' -i 

^'-^/ i« 

To avoid all conf'jsiDn botKOOfl >     ,   integration limit and * integral i-.in vari ible, 

wc 5hall replace the integrit;on variable ^  by  4  . 



On « «lor« i 

._  ■ 

(») 

Pour r«m«n»r  l«s Domes d'Integration i 0 »t 1   ,   nou»   f»ron»   !• changtwwnt d« v«- 

rlabl*  t -4.-   5« d4 .    ^ ^x 

On a ilors,  «n app«lant   k un  indie« v*riant entre   < »t   ♦     : 

Pour achever  1'integration,  il est alors n^cessaire d'introduir«  la  fonctlon hyp«r- 

g4omötrique de Gauss.    On sait c,je celle-cl  peut notatment se d^finir sous  form« 

d'integral« par: 

rv.^)'^fel /-' J-/' -X 
Cut)  '   'f'-t*)'   <-t (20) 

En identmant les Equations 19 et 20, on obtient . 

1 
4' 

4 -Jk 

Mais, d',prts la theorl. d» fonctlons Eul.ri.nn«. on «alt qu. . 

On a done finalement I 

f       i* J*       . JL ,—     - ■      v        •      - „ 

J        4.Ai Ä^   I 

I ' f'. '•*. «•»•! ) 

Liquation  18 s'4crit done enfin  : 

*«•*—-—7-1—   Al*    * ^J   frr^ 
•tHM^ 

avec   t ».^ .^.s;.^^-'      ^.»i.n.i.ÄT (21) 

L.taMti«. 21   Joint, au* IqWtlCM  7  .t 9 ftoud compUt.m.nt   1.  probU«.   11  n. 

«H. Plos *•! MWnl*«  >" constant.. U , t.. -    . o'..t » air. d^t.i.ln.r U. 

M-l^-. .an.  1. Plan k   «M M**    ^ .»       •*     D '   D' d'" " P,,n phY,lqU, 

at !, calcul.r  l^paisawr du J.t I  IMnflnl  aval. 

- 



13. 

To  reduc# the   llTilt» of  integration  to   0   *nd   ^    ,  we  shjil «»ke  a change  in  tr>e 

variable  :        >* «   "^'u A A  ■=.   *f ** 

H*  then njvv, denoting by k an index varying between \    and ^  : 

To complete the int^graton it is then necessjry to introduce Gauss's hypergeone- 

trical function.  Ae know th^t thi^ can be defined in '.he fom of an int-gral 

by ® 

fa©! 

IcJentifyinq equations   19 and 20,  we obtain  ! 

i B    ^    1 

However, according to the theory of Euleri^n functions, we know thit : 

Thus we finally have : 

Equation IH can thfr^fore be written : 

t"' 

k»2       r i  ^-^     r N 

Equation 21   together with equations 7  tnd  9 complit^ly  solves   the  prooler?.     The 

Wily   thing   loft to  dn   Is  do (totMmilM  the  con'-.tinti   ta  » b , )  d      that   is   to  ^ay  to 

detornioe  the hotMlO^UOi  in  the   fc   plsn«  of   tue  point!   Si, Ö    an-i   T), T)'  In   ; hr 

physi'.al   plane   >n 1   calculate   the  thi'kae'.'-.  of   th^   jet  at   infinity  down; trea'-. 



14. 

Av*nt  d*  pas^«r i   li dvtcrwin^t   on d«  c»i     or-.t   nlrs,   .1   n u-.   f tut   fiu«   ^u»l- 

jues  rfrrar^ucs  pour «'vittr  tout« confusion p.ii   I«  suit«  i 

a)  NCJS  n'ivons  p.is  9*ftirw'   le th. or«-n»  fondjmfcntal  d* cons*: vjtioft de   li »T,.»SS« d* 

un«  fdi,on exrlicit«  (car   il  est  exirim^   i-'pj ic i tement  dmr   1J  definition de   1« 

fcnction de courant),  L'appl ii u 11 nn d»  L«  tM-oii-n* d'yr.«'   fdi,uti ■jlot'ile  ^  ure  sec- 

tion du jet est  particul i ^rerent   sinple  lorsque  1 ,<'cou]efT.ent  est  'jni funre  :   c'est 

le  cas  h   I'infini   amont  et  a   I'infini   aval   de  1'^coulerw-nt.     On   jbtient   l'öqua- 

tion  supplf'-nentaire  suivante,   traduisjnt  une  pgaiit»'  de debits   : 

b^.       d^.      J (22) 
Nous  retrouvercrs  cette equation  analytiquement  par  ll   s'jite, 

b)        t,    reprf'sente   l'abscisse  de     B,    ,    B|    done  conespcnC    u  point    B^ ,  B4   du 

plan des       "3     ,   point parfaitMwnt d»'terfine par  la dor de  la vitess«   *i    . 

Connaissant   v,     ,   or. connalt    62 done   t,       p,-jr  la   forr-ult        let  r':ci proquement) 

et on atteint d   par la  for-nule 22.     Le nombre de constantes h determiner se 

rrfduit done I d#uj«  :    t.   ,   t,     .    La viUss«   v.   rvsl« un par«n)tr< du problkm 

tändle qu«     d      est parf i.to'ient dtfttrnln^ d^s que   I'on s'est   fix.'     b   . 

c) Mou« ivons provisotrtmtnt tuppos^ qu« le jet adMrait au voi^t    AC (§ n). 

En fait, cette typothta raatrlctlva pout otre abandonntf«.    Noua »onaaa en mesure 

de  resoudr«?  l'un des  prjbl^mes  iuivints   : 

- I« volet defl-cteur et int  de   lonrjuejr  infinie,   d-'ter :inerf   pour de',  valours 

de     a,   b .« et   v;   donnees,   la direction   final? du  jet  at   li  dlttanet    L      du 

point de d^eellanmt   C du  jet \  1'arete   A   . 

- dtant   ^onn^s      a.   b.  L, -,   deter  iner   1,  v.leur  k   dünner I    V.    pour que 

le   jet ne  d.'colle   pas  du volet et   la  direction  rinai«  du  jet. 

- -tint  donnes      v;   ,  b .  »       ,   d'-t^r  iner   u. et   la   longutui  L   du 

que   le jet  ait  une  direction  finale  paralUl«  au  volet. 

- etc   .... 

volet  pour 

Ces  remar^es ttant  f-i!tes,  nous  pouvons d-temlner    t,  et   t.    par   la  formu- 

la 21 en dannant k JL  de-, valaura talUa qua Us vaUun eorraapondantat da     *' 

(done  do   la  vltesse)   solent  connues.     II   app.ratt   laiatfdlatawant qu»   les  seule-}  va- 

leurs  possibles   sont   les  v.leurs  de   ,   en   A' et   C dans   le  plan   n5ol. 

;   I«  vitesse  dirigde  suivmt   le  volet  vaut     ^i 

d' ou  i 

En    C   on .a      2 s  L e - «,•« 
et 

done       S   z m 

L« 
ir 
d f«4')' 

i 



14. 

U. UtUHMLAtlM  iJ> l-iL  Ja^lAWL ^rt.td mlli  THL HLLP üt   i.i^T;:^. QATA. 

B«for« going on to th« ir:-r i nation of th««« con^t-tnt«, mr ffust »«k« • turn 

r9i*«rk\  in ut'Jor to «void confjsion liter l 

») *• hav# not ««^r«i$«d »xpilcitly the fundar-.«nt«l theorem of th» conservation of 

mass (for it it e«|ir*ssed inplliitly in tn* definition of tn« stream function). 

The application of this theorec in an overall way to a section of the Jet is 

P'irticul-irly »inp'e when the flow is unifom.:  this is th» case at Infinity 

upstream ind at infinity down-.trean of the flow.  We obtain the following supple- 

mentary equation, revealing an equal output: b N^, = dv0 - d (2?) 

Ae shall find this equation again analytically later. 

b) t represents the abscissa of ft^ » ^3 9n(i  thus corresponds to the point 

£>? i Bj of the j      plsne, point which is perfectly determined oy the given velo- 

city ^.  . Knowing \J-t    ,  we know &a '»nd therefore k  by formula 7 (and vice 

versa) and we find rf by means of formula 22,  The number of constants to be 

deterilned Is thus reduced to two : te, t«   . The velocity vJ-,  regains a para- 

meter of the problem where.is d is perfectly determined as soon as we have 

fixed b 

c) We assuned provisionally that the jet adhered to th» flap A C f ^ H^ • Actually, 

this restrictive hypothesis can be abandoned. We are in a position to solve one 

of the following problems : 

- the deflecting flap being of infinite length, to deterr.ine, for given values 

of a , b ,« **Av*i the final direction of the jet and the distance L  of the 

point C at which the jet breaks away from th« flip, from the edge A . 

- for given values of O-.b.L,«^ (to deterr.ine the value to be given to \/-, 

so that the iet shall not bre.ik away fron the flap, and the final direction 

of the jet. 

- for liven values of \h, , b , *.  to deternine a. and the length L o* the flap 

so that the final direction of the jet may be parallel to the flap. 

= e t c ... 

Having made these remarks, wt» can deternine t0 and k( by meins of for lula 21 

and giving to z. valu«8 tuch that the corresponding values of T (hence of the 

velocity) are known.  It is i.-unodlately obvious that the only possible values are 

those of   x.   at A and C in the real plane. 

At C we have xnLe" '  ; thp velocity oriented along the flap is v>-0 - I  and 

thus T x t    ; fror, which we have : 

- i 



«. 
%jit  tpr'-     il*pllfi-^ti^nn  t 

M JL_1 I 

^^    A    on   i        « . a.t b        •   1*  vi t»»«iSB  p^r^llVl»   ^   1' ix«  du  c-tn«!  viüt     ^ •  ' 

r J«i. r^ , 

Les öquj'iion-, 2> et 24 d;terninent    fc,   et   t,    en fonction deo  lonn^os g'-WT'trl ?ues 

du  problVne,   I tavoiy       o. ^   b,   L ,   * 

Pour  r<*ridre   les   fornules  21,  23,   24,  utiliS3bl«?3  priti'jue .ent,   i)   est  cornfnoiie d* 

intrcKi'j 1 re  i*r. d^wloppernents en series de  la   fonction hyperg^on-'triiue de Gauss. 

II  est  essential  d»?  rappel?r que  t 

" - Li fonction V/perqoon'trique de Gauss: r( X, #, ^*) präsente le point " 

" critique *;l . II ser.ii done possiole de d^velaoper ?(At 0%J%*\%o\l au volsi-" 

" nage de l'origlne et lf; d''veloppenent ne sera valsbl« que pour j«/^' ; lolt " 

" au volslnag« de l'infmi et le d^veloppement ne ser-i v-ilible q'je poar I »l^l ." 

Dane  notre  c-is,   on   tun  done   t 

ti X' 
-44 

I    ... ,     1 

M    Ijtl  > / 
1-44 1 

Pour appliquer ces  deux  dc'vgloppements h  la   fornule q^nordl» 21,   il   sera  iv'cassalre 

. On peut d'ail- 

-** 
pour  chaque valeur ae %     de discuter les valeurs de 

l^-urs re^narquer que t 

l^j 4 ,'  et t,   est r^el.  II s'ansuit que ^ I        eat n^gatif et Us 

fomultt 15 -nontrent que *ft    et -»^ c.a.d. ^ et ^ sent Imaginalrea conjuqje« 

•t »ont en module 4qaux h   I    .  Done, il exist« un angle IfJ tel que t 0^ X ^ ^ 

et tel que : 

(27) 

mmmmmm 



x^. 
that  It«  *ttmt  tiapUft—tl— i 

L=-i   \fL2-±r/,.,.i.,.*.dil).rJ'±>:f,.,.i.>.*,i^LJ    (ti; 

At A'»^ hMV9   » = a*».b  ; the velocity parallel to the axis of the channel li 

^o = \    and <ve therefore have f -m. \        i   fror, wrt.lch i 

«•^2 • 4 

L A» i 

/Wy 

Equations i'l anrt ^4 determine k  md  kj as function of the geometrical data of 

the problen, i,*»,  o,b;L,»< 

To render formulae 2lt   s'l   ind 24  practicable for use, it is convenient tc introduce 

the developments in series of Gauss's hypergeometrical function.  It is essential 

to reme'nber that : 

"   Giuss's hypergeon«trleal function : FfAffjV,*.)  presents the critical point 

" at» / . Thui it will be por,c.ible to develop FfA,/*, J>  «)either in the neigh- 

" oorhood of the origin where the development will only be v^lld fovjzf^  |   ; or " 

" in tiie neighnorhood of infinity in which case it will only be valid for j-z. /}  | ." 

In JUT  case, we shall then hive : 

6) 

f.. l4 
r»z o 

>l 

To apply these two developments to the general formula 21, it will be necessary, foi 

each vilue of T to discuss the valjes of  I  * 1     • Incidentally if may be 

no^.O'l that : 

- |t0|^,)   ami bÄ Is real. It. follows that t0-l   is neg itive and for- 

mula« 16 show that »i and  j^  i.e. 4, an<a 4. are imaginiry and conjunate and 

ire in nodule «qual to \  . Therefore an anqle *ft exists such that : O^ i5 C. "Tt- 

anfi such th-jt ! 

yil   *  L • tC tJ 
cfc 

4,. ^i0-L,Ji7t 
.4 ^ 

^27) 

ss e 



16. 

t,    >  I       «t   t.   »»t  t4mlt «Jone  Us  torml**  16 aontrvnt <ju#       ^'       «t   J4 

c.a.d.     i|  »t   4^.   iont  r*»lt tt   '•!• qu*  t 

4* 

t. , /t^i   > I (28) 

.     1.   -  /T I  <' 
Pour dppllquer l«t  fornulaa  25 «t  26 aux   formjl»» 23 «t  24,   11   »uffit ilort vi« r*« 

nar-juer qu« dans  Ms d»iix cas  on  a  : iJj   =. I        Done,  pour     « » ', ^. 3    ,11   fau- 

dra d^velopper au volsinag» de  l'oriiine  (fomul« 2'>)  tandis qu« pour   4»   ♦    ,   H 

faudra dövelopper au  voisinage de   l'infini   (fonrjl« 26).     Le calcul  est  i™fi''dlat «t 

donne apr^s  siiiplification     : 

.«cL: d 

. j _L A  «   * )     4»  -i  1 
Sit* I — -- *n . m    ) 

La separation des parties reelles et imaginaires dans cette derni>>re 4qujtion est 

imm'diate : il suffit en effet de remar^uer que la sorrme des deux premieres s4rie« 

est reelle (84rle de cosinus), les deux autres series sont reelles et 1» terne res- 

tant se d^conposs en t 

-L « 

• in« 
tot»   «  - «. 

On obtUnt  flnalenent,  en re iplagant    4%    par      *+'   (   fornuUs  17)     j 

'4 

' 



xe. 

- *.> I   «nd k, i» r»*i, h«nc« fomuU« 16 »no« that "fy    «nd t^  I.«. 

4, « ■■'  4.  «r« r»il and «.ucr th«t : 
1       4r 

, .^♦/P-/ > 
'ee) 

44 ^ t.-Vif-i </ 
To apply fornulae i'j and 26 to fornulae 23 and 24, one need only note that in both 

case* *e have j jf'! ._. ) . Therefore, for k = /. 2 . ?>  «e must develop In the 

neighborhood of the origin (for-nula 2^) whereas for h«s  we must develop in the 

neighborhood of infinity (fornula 26). 

The calculation can be done invnedlately and gives us, after simplification : 

Lz-4 

--LV ! [*   -__l_/_i_4^.\—/^    —^—) 
»> = o 

anb = d 

*:  -Ltd. 

4**  * 

n c flo 

i Mt- «k 

n- o ) 

- 

The separation of the real and the iraginary parts in this last equation can be 

effected immediately : it is sufficient to note that th« sum of the two first series 

is r«?al (cosine seriös) tho two other series dre real and the 1 t»;r,airii ng term can be 

daeompo td Into s 

UV-1 
Si** •< 

col« «c _ i. 
,1 

J 
- I 

Finally  M  oAiin,   replacing   >a<i    by       4^ (.formulae   17)   : 



t?. 

tf     ..^.ofn.»»     ^t*   _iim**Ht-9\     I*- 
€        

j" 

•* L N 1 

4* 
t«. 

Q.    .     d 
{7-^ <*   ♦(»«♦0  W 

r 
>» > o 

%• 
t = o (»Tf -   * 

•(•«••) 

(29) 

n»i 

m *{n « 1] fT 

(30) 

b : d ^ (31) 

Ces trois Equations jointes  aux   formules 27 «t 28 deterrinent  Us con«itqnt«s 

te , t, , d        .   Le  pr-jbiWie sst done  r^solu. 

Xj ELIMINATION DES KONSTANTES .fc, . L . f*   A  L'AIDI; DES  ÜÜNNE1-.S  CLNEMATUUhS. 

II est  possible d'^li-r.iner  la variable    t  dans   les Equation» 21,   29,   30,   31,   h  V 

aide de  la vltesse «T   a   rinfini  amont et de  la direction   6,du jet  h   I'infini  aval. 

Dans    le plan des     "5      on a done,   pour       C^    »    ^a 

3   c 

On en d^duit   : 

soit  1 
£i      ,    .    " ^rc    »t.   t. 

rr 

t.   T    ck (   . L J   Ql. V   to« /-   2  ^ U    co* ff   0. 
Vujis d'apr^s   les  fornules  17,  on a   : 

et les foinules 27 donrwnt done  1 

■ 'f-..   *• c^  f. 
d'oij  : * 

t** 1^  - «•* It •, »t 
i 

L'ambiauit«? du double siqne rwut &tre  lev^e en rttMS^utftt que  I'on a pris     Yi    tel 

que   :      o <   f«  <r tr      et qUe   i>on dolt  avclr   j        -•   ^    ••    ^fo .     On  a  dor.c   t 

r%  ,.Z   0. •■ ^   : -  5.   H; (32) 

D'autre part,  on silt que  t,   est reel  et  sup^rieur hi.     A  t, du plan des   k   cor- 

respond    B^     &i pUn des    1    c.a.d.   : Jj   1    2.    < » 

• . 



L-d 
.(*..)(<.♦-•) .•»••  %(,..i)(^-"%) 

\   « .A   f >   ££ 1—1 
-v.. , 

•-I « o MS O 

r\ « c* 

rd 

r « O 

M 

K-aa 
^ifh^l)/«   • 

r>s o r\ x o he o 
»» r «o 

L- K It - 
r> i o 

b = d 4^ f30 

These three equations corrJained with fonnulae 27 and 28 determine the constants 

t0)t, .d  . The probleni is therefore solved. 

X. HLU'INATIulJ QE THE ^UNSTANTS ^^ , ti . f>   AITH THH AID OF THE KINEMATIC DATA. 

It is possible to eliminate the variable t in the equatioris 21, 29, 30, 31, with 

the aid of the velocity vr, at infinity upstream and the direction 06 of the jet 

•t in'inity downstream. 

In the x plane we thus hove, for "D 2 • ^ 2 

L9.    --£. Arc ck t. 

i.e 
i«, .. A.rc cK t 

Mut according to formulae IV, .ve have : 

k.-.k(-i*.,).«.(■.» •.).«»=. 

and  fomulae 27 thorefore give us   : 

t. = /*• 

2 t. 

• ^ 
from .vhich  : 

Tiie  a;ribiquity ot   tnp  doubl«  r.ign can be romoved by noting  that we  have  taken   T0   such 

that   :  O^ ^ ^ ">       and  that we must  have   : — »^ ^ •«  ^   O .   Ale therefore have: 

un  tit»-  ?)ther   'i-mo,   we  knov-  that   t   is  real   and greater   than       | .   In  the t   plane 
k,     corraspondi to e>' of   tt..   ^f    r   *ne,   i.e.   :     i' - _!_   /    I 



3*«pr}s J*^qu«t:on 7,  on a  t 

Done       « •3t  solution d«  i 
,2 

C^/J -*t,<- , •        3      O 

L*   Sö>niiie  des   rdcine'i   d*?   cette  ^quition  est   : 

L«  prptfutf   des   r<r:nes  est   ! »   >   o 

*t. > o 

Done, les deux racines sont positives mdis une seul«? est sup<'rieijr«* ^  • 

On en döduit : 
TT 

< . t, . vV 
If. 

./ - fc.-v^?-/ (33) 

En  reportant ces  vilsurs  dans   les  Equations  21,  29,   30,   31,   on  obtient   I 

«   -   H d     J 
'•♦' 

a. * • 

L   -    d 

««' 

i-.-.s £  _, 

htr 

(35) 

a,.   ^ 

"' * . /       . , IT ft » « ** /        ,   IT    ft B a •«»        / T \ "* 

b   I    d 

(36) 

(37) 

Remarquons quo   liquation  37  r.'eiL  autre qM   liquation  ^  d4  ^   tniiv<«*>   MJ  par«. 

gra^he  IX. 



Aecorsing to •qj*ti ->r 7, «■ hav«  i 

-;-  **, *] 

ThHrwfir«   Ift • It  th»  MlnClOd of  I 

Ihe  sun of  the   roots  of  this  «^uiti-jn   iTt   l     2 b,  > o 

The  product of  the root!   its      ' ^ o 

HWICH  the  two  rootf   ^re positive b'it  only om» of  then is grmtttt  than  I. 

Fron this  we deduo   > 

v/,-5"    =  t .^ -ft,-^-, )■ r»»; 
Ahd -4S   -   ^   •< -*«    = ^, 

- Jt. 

r«. 

Ins'-rt i r»ij  th<»se v-ilues   into «quatiOM  -I»   ^9t   3Cf   31,   we  obtain   I 

-d    f 
* I 

(34; 

L = a 

vr. ■=- HJ » /    * 1  •Jr *, ST / 

r> * o 

-1 nseo 
(v.-*) 

ns o •^ \t>4 \) ^T 

rx* 

«•E    O n T»- — ^ 
(35) 

a r a    \       Jl  
1 Z       <4(»i*l)lr 

_^      coU -< 
rt s 00 -  i-  \ ^ 

"I 
r« •=. o 

u -) 
hlr -K 

f%4 

brd o-. 
-1 ''-) 

i 

LPI us  not»  thit e^iition   i?   is   notnliq  o^'ior  thin »qu-ation ./   which  .ve   already 

founi  in par iqr inh  I<. 



19. 

»T»'ci   JO» rjj'xa« «n*.  !•'  pir^n^tr»» «t  I«ur»  llaltM i 

a      virie fl« noins   Tinfinl   k  plu-.   l'infiri,   c.«.d. qu«   1« p«rol   »up^rl^ur« 

du canil pout l*«rrit#r »eilt «n anont, soit «n ^wil dt I'^r'tt. 

b est ',tr. t»r**nt po'.itif (sinon il n'y »ur-iit P'is d'^Cjul^T^nt). 

L      Mt positlf OU mil« 

- •      vd'ie en're     o   et      «   . 

- ^     ».'jt  suoorieur ou   tu moinn •'■g.jl  ci    I   . 

II   s'ensuit  im'iodi-itewent  que   : 

d      est   5jp«'rieur  ou ''-qol   a     b    •   L'^qu-ition  37 nontrt que  d    varie dans 

le  mo'ie  sens  c^ue    b    pour 

b-c"-     . 

•»• 
y; -   C        et dans   le me^e  sens qut   VT  pour 

t,      est   sup-'rieur  ou  »^qjl   'i    I     ,   Le   liquation  7,   on  d^djit   t 

it -: 
t. - 1 

.2 

et  done   : 

dt, 
r 

r/ V, 
■ir,       2.    (A 

j.rr 

Tf-*T 
* - 

> o (38) 

et < v-irien*. dans le mfme sens, 

varie entre  i et ♦> .  ün a de rreme 

t. 

'1' ou : 

/ 

"-  «in li  Ö.  > O 
fV        o( ^ 

(39) 

bone    k«   et    Ö»    virient  dans   le  meme   sens. 

Comrn       f,    «_. .Tr. 9, (f ormule   J2),   on  voit que    fc© et    vfi   varient  en  sens  invert«. 

Reificirquon'.  en outre que   : 

- le  CJS     * , o    ,   Li" Mt  s^ns   int^ret  pour  nous,   lea  vitesse» n'^tant plus 

inflnles  en   A   . 

- i-  cal     *•  TT       est    un cti  particuller  pour  lequel certain»  termes  sont  Infl- 

nis  din',   len   for wies   1UJ et   36.     En   fait,   ce  cas  ne necesslte  plus   I'lnterven- 

ti'n des   fonrtion» hyp«»ra,',o'n«>triques   pour   1' int''-qration de   la   formule   15* 

Nous   le   liisserons  de  cote. 

-   le CJS    I    : o   eit  f.ei   que     ^   eit   «iTrs   ind^tennln«!. 



I 
i 

1 

i 

Mb 

L«t u* bri*flr  »p»clfy th« »»•^«•«•(•r« «nd th«lr  llvlti    I 

• a.     vjrlt«   frm   mliu«  Infinity  to piut   I   fi   Ity,   t^it   1«  to  fy  that 

th« uppmr «Mil  of th« rf ,T,»I can «nd otthor up«tr«jn or <lo«mstr««<n 

of  th» «dg«  (polrit  of  •rtl'T'jl »t* tn). 

- ]»      Is   strict 1/"po*! itlv«»   (oth«n»ls#   thwr« MMM bt  no  flow). 

L,      Is   par.\t\v9  or   z*ro. 

OC      vjfl^a hotwoon   0    «inl   TT   , 

- 0      vtri.»5  ^et«9'?n    O     Mid — ©C . 

Ift      Is grvatof than or at  le^st tqual  to    1       . 

Fron this   it   follows   l.WMdiatvly  that   : 

d       is  gr«-)t«r  than or equal   to  i>     .     Equation  37  shows  that  dl  vari«8 

in   the  s   -e   s'-Tis*» ir.   JD    for        WT ■  corr.tant  and  in  the   sane   sensie 

•T"-   V,     for     O   - constant, 

is  qrf?iter   than  or  equal   to     1      .   Fro'"  equation  7  we  deduce   I t, 

k,.i 
and thus 

d^      2   ^   [    iX54r >o 

Thus,   b4   ind    W^   vary  In  the  sane   Jirection. 

t,    varies  bttWMn   -I    and  +1       .   In  the  sa::e way we  have   : 

de) 

z 
e        4- e   * = Cos TL $-, 

fror, kvhich 
Six   r   _  21 mlL»      \Q 
dö o^        oC    •   /W (.3»; 

Honce  k# and ^ft  vary in tne sane direction« 

A«  ^ 3 - ~ 9;  (fornula 32), wti see that t# and V» vary in opposite directions. 

Let us note In idditlon that x 

- the case of oUO, L^O I* 0' no interest to us, since the velocities ir* no 

lonqor infinite at A 

- the case of oC»T1"  It a particular case In which certain terms are infinite 

in fornulao 35 ind 36.  In fact, this CJS« no longer requires the Interven- 

tion of the hyp^r^yo'T^trlcal functions for the integration of fornula 15', 

rte shall le we it as". Je. 

- the cas«' of  L « 0   is such that cC  !• then Indet-rnlnate. 



30. 

Pour dltcut«r  !• r4q.~*,  nyu* p^rttron« ii«t 4<|u«tio4i»   A •»   1» qiM ftow« #wprt»«r->n« 

•out  i«ur for*« no-» ln:^vr¥« ft  l*«ltfo do l*4qu«tlon  14, 

Pour  l'#quatlon  3),  on •« plar« on   C  dan«   1« plan pfty»i.)«j«  Jon-   t    ft«   L« * ' 

L« porno d'Intögritlor   iup^rituro o»t   «lor«    t«-i      .   L< h.-rno a'\nt'nr4tior\  IT,{P- 

rlouro doit Itro  toila quo   I t I .   ^>      ,  On tout   la proniro   :      t .      -o     ,}«  f^.on 

k  Int^gror  lo  long d#  l'axo r^ol      tÄ       . On d rt.onc   t 
yT» . 1    AM;   tk t 

*/ a.».)(».».) 
Falson« la changomont da variable d* intc'-^rdtior i  U. ■» - t 

Cowo on a d^slgn^ parCv^)r A« cl« t j la valaur princlp.ile d« cente fonction, c.i.c]. 

callo dont I'argumont vario tntr» o at "" , on doit rerplicvr  j 

C }*ar   « z *    e 

d'ou, an ramplagant 4   par bv; (aquation s?) : 

t,   W J (fc.u)fu.t.1) 

ou encore i 

^   'rr/ vu'»t»    k»*»i / 

(40) 

Pour  liquation 36,  on se place en    "    dans   le plan   r^ei,   done   t  «. • «L •» w b 

La borne d'lnt^gration »ijp«5rleure est done    ■♦' 

En pronant    t. ^-o   conme oorne d* integration inf^ripure,   on  inry-gre  1«   long do 

l'axo r4ol   *».      do ♦ -o    ft    I   at on ^vita  le p6le   t, t0   (  vjijf si    t# •• ), 

On obtiont done  I 
l -4    AM   tkt 

Commo or» Integra sulvant I'axa r4alt la saule partie imaglnaire fournl« pir 1*in- 

tegrale ou second .■nombre est due au pfile L, t. tt doit s'^liminer avec U pirtle 

imaglnairo du premier mambro. On v4rifia en effet qu«? le r4sidu de li fonction 

ft integrer vaut i . 4 AM «•»t, 
« 

c.a.d.     X      d'aprbs   la   formule   13.     La  variation da   1'integrale  au  passage  au 

pile    t, t,     vaut done d^pr^s   U  th4orio das  r^siduo   i    t  w ^ et   1*  second 



JO. 

To dlMu««  tb« fgltm, ■• thall   tt«rt   fraM »|u«ti-MM   J1) «nd   M «hleh «t •*«11 

•■pr««f In th«lr rwwlntoqrat««! tor» with th« «11 of »|u«tlon  14, 

For oqu«Cld«l 35,  «o  pl»c# rwrtolvo«  «t    C    *n  th» P^r'^«*  pl«n«t   ■«■   Ä»i.e 

Tho uppor  lliiit cf Integration  1«  thon    t m ~i     .   Tho   l^Mor   liiit of  Integration 

mj§t b« tuch that }tl « po   '*• c .n  tik«  it  a*   t     t • - «•     to at to  lnt«grjt# along 

tho roal axit    Cx    • S« ■■ hav•  * 
/t     _< A« c>it 

-• 4/ • '• (uuXt.t.) 
Lot ut chnng«  tho  integration vari abl«   :     iXs —t 

Sine« v»o donotod  the  principal  value of  thi%  function     i.e.   that »»hose  argument 

vqriot between    O   and TY   ,  hy/^rbjlAvcwv«   must re pi ice  t 

,*Ar«cKt -^(iff+ArtcW) -^      .oCArccW 

^      € =   € C     ^ C    TT 

fron which,   replacing    oi    ind bv, (equation  37),  we  hive  t 

or  an tin  j 

TT 

/o.         - i  Arc   cW 
c     " JEul«    i*. 

TT 
/ 

,ji   Arc  chu. 
f   ! L.- N du. (Mo) 

z • a. ♦ a> For aquition SC,   «e  plice  oursqlvos   it     ^     In   the  r^-jl   pline,   thus 

Tho upper   limit  of  integration  lr.   thoroforo   4> 1 . 

And  taklnc)    b »-foo      is  lower  li^it of  intogrotiorti  we  int»gr^te along the real 

tJfil      c jt      fxui:i     -r  o>o     iv     \ mi we   ivji i   the  pole    t = c #      vexcept  if Cv • 1  ;. 

Hence we obtain  i 
■** Au cU: 

v t^t. 
(t-t.Ut-t.) 

at 

As we inteqrate along the re.il axis, tho only Im-iqlndry part provided by the inte- 

gral In the second member is due to the pole tmt%     ,   and must be eliminated toge- 

ther with the imaginary pirt of the first me-nber.lhuswe find that the value of tho 

residue of '. 3 function to be integrated is t 

that is to say    ^    according to fortruli 13.  The variation of the integral 

whlla passing througli tho pels  t«t| therefore has, according to the theory of 



21. 
.i 

•   ,'-«'»•  done 0»  t     fc  4 V, C.C.d.  d«     i k       d*4pr>*   1«   fornil*   37. 
En diflnltlv»,  or» p«ut done #erlr»,  »n n« cont*rv«nt quv  l»s  p«rtt»f  r^#Il»» «t  »n 

I .   *    *** tU 

* _^ AL-^L dt 
.*..# 

■olt, tn d^composant la fraction ratlonnell» l 

.J    Ar'  a t 

I t ♦ t 

(41) 

On ptut  lnt»rpr^t»r las  fomules 40 at 41 cow e döfinit^sant deux  ftfliilltl de courb«t 

c.a.d.  puisqual'on a   p^r la   forrule  13   t 

, .ft  ft't   tKt. ^ 
Ar,    tk>t» 

^      * »   e 

daux fan 1 lies da courbas   I 

*; '• - i C'-H 
DISCUüSICN  £N FüMCTICN DU  RAPKORT      ^- 

Conslddrcns d^borcJ  les cos  llrrltes    L ^ o et     U • •• 

SI        Ltd »11   faut  annuier  le  ••cond rr.erhrf- de 4G ce qul   exige   : 

fc.  - t. - e 

Coma on a tcujour»    t, ^   t,    ,  cette condition ne peut dtit- r^sliatfe '.|Uf  r^ur 

fc.% a t, s i    ,  Done   la court«      h, m   /^. ,0)se  Ndult  au fioirt      t., « c« « | 

Si     L •   ■•       ,11   faut  ren'ire   le  second rr.erbre  de  40  irfinl,  ce  'jtu   exiqo  soil  ')ue 

I'ir.t^grfila diverge,  done que        fc^   «-/ ,   ^olt quo   le coefficient de   I*integral« 

solt Inf'nl,  done que  t    \/r -m  <*       c   «at   ^       t. ^   «o 

Done la courba       tw , -/'t.,
-j      est  forrrt'e de   la de  i-droite   t« - -',     '^^> <    ',0 

- I < Ik,  < ♦ « !    fc, = -» 
i /       ... .   

at du sagirent  » 

II  resta  4  axftnirer  le eas  g^n*'rfil    AL m   4      ,     «       d«''.iqriant una  conatanta   flnl» 

non nulla. 

L^qU'itlon 40 montra que  pour     A, .-   X,       »   ^   exlste  una  valdUT de        *! te!le 
6 

- 



-I 
d*. 

.. »'• 
htm»,   th« V41M0   * If «^      4int  t»>»  ««cond mr-^Mrr  t'tu«   lftcr««t«t by  ; 

1.0.  by    tJo iceordinq  to   for ail«  17« 

«• c«n  th#r*f'jr»   finjlly writ*,   r»t4inJr>j  on]/  th«  r««J   parts   and  rvplicirnjc)    •'y kx»: 

r^£ I . ^    Arc ckt 

4    /       € 
(t-t.)(t.fc,) 

I.e. »pllttlrv] up tne rational fraction t 

i-$l{ 
TT ir 

^ 
(«0 

W« c-in  Interpret   foriull© ^C  and 41  r»s  dftfinlnrj two   ftnilitf  of curves   I 

!.«.,   sine? we hav9t   fror.i  for TU 1^   I'   i 

to-m^) 

^- e tr 
ft      . * Arc cKB 

two families of curves : 

L 
ARGUVKÜT IN TLH.VJ OF T.\L  RATIO   ^ 

Let us firs*, connider the llritincj c-ises L«0  gnd 1. «o« 

If   1*. • O      , the second fler.b«r of 40 muit be annulled, whicn roqjlres t 

t., b. 
3 O 

Since In iny case b, ^ fc, , this condition can only be realised for C,«t,«1 

Hence, th» curve t#,£(t o) 
is educed to the point 11 • t, • 1 

If U*** >   the second Tiember of 40 must be rendered infinite, which requires either 

that the integral should diverge, so that  b# a - 1   , or that the coefficient of 

the integril should be infinite, so that, : u a «• i.e. t a o» 

Thoref^re, the curve t0 . ^ (t, ,•• ) Is fomed by the half straight line fc,.-1, »< t, < o« 

and th« "«egment* :- ^t, "^"*"' , b,a o«o 

It remrtlns for us to exH-^ine the general case  ~ x K  » ^  denoting a finite 

constant which is not zero, * 

EguatlDn 40 shows that (or  Ji. = ^   , ,T value of   t» exists such that 

t99 A(|)t|| Ja 1  , but t(,ere Is no value of  t,  suci that b,«^(t ^l«-! 



44. 

^     y I     # ^ i CJI «Im IMnUgr-U »it   r. v»: ,•- u  ••   !•&*»• plus ^   • ^ 

rtrur rtu... .     : foil«» d«» court«»     ^ i ^/'*., *>. »>ou« •llf>n» <ilff4r»r»c!»r !• 

rfquaticn 4t  . •    I -i   -..mt   1     cor.'t»nt.    O'ou   i 

"      J. 
m 

e — 
(*•*•) 

4»^   «*» 

soil,   aprf,r'  simplification  t 

*.   Art ciu. 

(u^.) 
(42) 

«       Art    C^ i«. 

.nr-r.e ent  positif   (fozmult  36),  on voit que      -—^       «st  positlf. 
1 

Done,  quand    -^=- - C^-e,     t-0 er-t  uru-   fonct.ion croissante de      ki     .  Or «n d''dult que 

ehaqu» cou.-he df?   U   famillt     t» «  /('• « ■^•) P-^rt du  segment    k, « I      "' ^ ^e ^   '«t 

te:'.ino,   apr^s  s,stif toujours oltv^'e,   sur  la droite     t, » '     .   Pour  placer ces  cour- 

se 

11   auffit dp  d: ff^'r^nciei  4C en y   laissant  4, constant,   d'eu   J 

<«     _ *   Ä»-« »k» 

d   L 
b 

.-it di: 

(^t.V 
(43) 

II  est ^vicert quo     d U  ^<j4 est nogatif. 

Done   105  courbet     t, ,   J( t. .   t-- \     sont en quelcue sorte concentrlques  autour du 

poir.t    i» • it * i    ,  iff. ci>urb*i  les plus llelfiMll eorTntpondtnt aux valvysri lea 

DlbCUSSK* EH FONCTICN DU KAnvwl       ^ 

L-"  dlscur.'Lcn e'.t  ;ir.'.e/   d^licata  du   fait  qu'-   liquation 41  eonport« un  p^ssac,©  \   la 

li^ite.    Nout utlliaarona iiinultan/*rant  l*4quatlon 41 et  liquation jfc,    Dans cetta 

deir.Wr»,   rwHil   r^r ; Ltceior«,   nl   p-ir     \>tt     ,   nous qrouperens   les deux   pr»T ii-rfs  series 

un»*. !jii!'  ^''lie -Jüi   ue ^u C'.-: r..jr; <»^  MMlf pattTMM ?4  part   1P. prfrrler terre de  la 

derr.'?!**  t4rla«     On obli^nt  -ilnsl   t 

. 



fnr  thmn th#  |nt*qr«l   It diwrq**'   atd ■• no lono»r fiav» •—' • " 

To «twdy trt«  for« of th« curv««   c# ■^(t|lt|)  *  "* «i«!! di f f«r«ntlat« «riu-ition 4GC 

!•«'/!tg      ||   contf.nt.    Fro»^ «rhleh  i 

+ 5/ • ^'^i1 » 

1,9,,   -ifivT slmplt f icjtion  : 

it 
. si Aic cViu. 

(i^t,1 (42; 

fl 

^   - ?£ An c>»u. r- 
ck 

liu. 

«it. 
is  po'it've. 

v- dLt' + = con-tant,   Ca     is an tncrcatlng  function of    Lj     , Froir 

Since i ' It   r)r-|';'tive   (for ail3   -'3)t  WP seo  that 

wnich  -ve  ieduce th.it  e »ch CVJ've of  tn<>   fi'ily t0 « J^ (t,     ka )     Ittrta   from the  segnent 

t» 1     -1%'t0 ^ I ^n i   finishes,   ifter  having  risen   ill   th«   ti'se,   on  the  straight 

line    t#.l  .   To nl tc«   that«  cijrverif   it   If  only  naeassary   to   ii f fer-ntlate 40, 

leiving     ll i     con-tint,  wnich  glvat us   t 

0»     -SArtfeUu 
_l     1 

(*»« 

dLt»    i'-  n.- ; it ive. It  is  evi lent   that k> 

Thus   the curv.'sC»»  Tv^li^l     "rH 50  to sp*?1^  eoncantrie  round  the  point t.rt,«! 

those       curves   furtliest   nw*/  corratpon'iing  to  the  hL~hf>st  vilues  of    j« 

a 
b ARGUMENT IN TtHMS Or Tib RATIO 

Thl» arqu-'.ont i' rathax tricky lue to tha fact that aquation 41 eontaint a pdssiqe 

tt tha limit« •<<-' thail maka u e uf aquationt 41 and 36 r,Lmjlt.inöously.  in the letter, 

we shall reolice ck    by buj , we shall gr mp tho two firs' series into  a single 

cosine series -tn'i S'ip-sr-Ate tha first tarn of  Uo let series. 

Thus we obtain t 



Pour 4tudl»r  1«  fon>« d«5 court»i     C» • J ^^ • ^ ) iJ   f^ut c^Jci l#r -^r* 

Nous  npptlorom  d'^bord qu»    ^     np  d«'ri«*nd qu«?  tie    ^«    el  que     ,/«      n»-   -1''f>. nd    jti* 

dt     k|       (Volr  j X  ).     Done  dans   I'^quaticn  "it*   »«ule   la   'i^ria   !••  co'.lr.ui.  i)<'t MMJ de 

C.      tandli ^ue dans   I'^quaticn 41  seule   1J  pre' i^ro   int'or^le dlp*nd de   f- 

Cttte  •«'rlt et  cette   Integrale  nt  dlff^rf-nt  done  que d'wn^ conft.:nt« et   l"urs    iif- 

f^rentlelles  en     t«   sent done ^Ciles. -    On  a d^nc   : 

•     4>t    CHI 

(46) 

En diff^r^nciant 36'   por rapport i     fc,   et    v.     quand    —     «St  const ;nt,   or   obtlent 

grice  ^ 46  s -O 

•.-*.>/. 

«    . i An eke 

TTo1 ♦   d«/, 

<« . o "-- I 

d'ou   J 

«»« 
j_4 N^ f »*(fl**)iF% 

• »• «to 

^•"* 

i. *« *kt 

rit 

fl    O \li 
(47) 

Jans cette Equation, la strie des cosinus Jolnte ^u terr.e -t- est po'itive ^t d/fl- 

nle IM»! pour ^.o et ft% « - •* . Toutes les sutrtl ^»'rier. sont potitlvtt *?t I'in- 

t''^r-le -tt  de nCüe -otitlve.    üotic jrf^ »tt n€gatlt«    Ij'.jr's  P^quat.'on 

M on »«n d*'dult que   l 



23. 

) 

To study th« shar* of th* curves C# s *( t, T £ )  ■• ntist calcul^t* - it * 

Ut ut r»m«p*>«r first that  S^  only dtptndi on t# snd thst ^  only d»f«»nds 

on t.  (Sac ?. X).  Therefore in equation 36*, only the cosine sezies depends on t", . 

This Seiles and this irtc-gr^l therefore only differ by a constant and their differen- 

tials at t0     STS  therefore equal« -  Hence we have t 

Differentiating 36» *ith r^-o^cl to t   and IT, 

obtain with the aid of 46 j 

re  « hi 

(   when a 
b 

is  constant,   »»e 

(M) 

o. cltft ß     e 
l^.wt 

(t -t.): 
-t- <i^, 

.   rr ^ 

▼>•#• 

.(^♦1)1 IT 
-?{nel) 

«rf J       of-» (r,*»)rT 
kr. 

1T-aC  j 

fror  which   t 
■*-.* 

oLt. 
*      /L    <* ♦(•*>ti)"fr 

l(-0I 
.|(ne»J       V^ -?" 

* «• 

ir 
« Jt 

M.)1 (%7) 

In this,  equation  the cor.lr.«  »tries conbined  with  the  tern   —      i'   positive  ond defi 

ned  except   for   $, r 0    md   0^ - _ c( .   «11   tht  othor  s»>iies  arn  positive  and  the   ir.t 

gral   is  s]?o  positive.    Therefor«      ^^a 
t— 

-it itedttoe  ff^ trii;   that   : d.M' 
i« nerative.  According to equation 

A   di0    <U. J.^ 



14. 

e'.t  JUS si nöoitif. 

de t . 

sent done, pour a  fix«?, dvs foncticns d*cif-l s^^nt»» 
6 

four pi .cer ler  courter.  t0 . , ('t, , ^.t ealCUlCM  ^ r /^ . D'apr^-s 41, on a « 

d a=- ,4'; / ■ 
dt 

rt-t.) 

L>nnc       f 
,ste 

^t     est  posiUf,  c.a. ).,   pu.sque chAqu«  rourt.e     J   = C-"    est un«  fenc- 

tion decroitsant« de    ti   t  qu« cer. courter.  sont   s'. tuees  les unes  au-decsus des  au- 

tKfS  Vfeis   les    t- croi ^r,.-«nt.s#   I*»*  courter.   le'.  plus  hnutes  corr*kCr['Ond<int  aux valeur» 

ler.  r lus  ölevtes de      0-.      . 

On peut  aiserent di «cuter   IPT. CDS   lirites   : 

Pour      fe:f et fc,  >l ,   on vcit,  dins   1'f'-qn-ttion  36*,  que   I*  s^rie des  coslnus  di- 

verge et   tend v»r«   plus   I'infir.i   pulsqu'alors     ^> -- 0     tandis  que   les  deux   autres 

series  rtstent   firies  pulsqu«      J,    er.t different de   l'unife.  On  ■  done   :    5^ : « «0 

L.i  courbe      ^o *- J ( 11 >'^^st  done   la  deri-dndte   :     t«,',    t.  >' 

Pour    fc,-' tt   - > < k#   <   I   ,  au  contr.ire,   li  s^rie  r)er, eosirus  converge  tandis que 

ler, deux  autres  sprier, divergent,  et   tendent.,  con'pte  tenu du  sicne,   vers rrioirr,   1* 

Infini«     On a done   s       &-«««• 

L--   courbe       ^o  -   1 (t, ,-■*) e't   -orlc   '0   «Jeqrer t   |    -i   <  6«   <  <       •      »•    •< 
rwuand on  a  simult;3n''rer;t     to - | ,    t,«i,   toutts   les  series divergent  "lals   la  serle 

der,  coslnus  tf.nd vara    ♦ »«J      tandia  qua   ier.  deux autres,   affecU'es  de  tignat  nerja- 

tlfs,   tender.t vers    - -«        .   Liuivmt   l?   fa^on dont  on  fait   teri'ir.   t »et  t»   vers   I 

on  peut  obtenir   n'lfflporta quelle   limlte,   positive^u  r^'qatlve,   done  n'importf quell* 

v-lfur de     -—    .   Le*".  series de   ^.*  convergent uni f oin'r n.rit  pour  ^m el    ti uiff'r* 
D 

da   '  done  r» prtsentert de',  fonctlons contlnuaa de  fc0 et    ti  ,  On volt done,  en  fal- 

',ant  tendre    fc, ver^    '    pat  vqleurs   ir.f''ri eures  et    t ,   veis   I   pal   valaura   sup/neurea 

que   toutas   les  courtes     fc,   ■   j ( fc. >   ^KOnvaKjant  vers   le   point     t„ ,    t.«  I 

Pour mattra en pi ice   les  courles    tm m i {i^L\ ©t  fe   «et^K , —') »   i1   fau~ 

drnit cor.rencer  p-ir   prr-ciser  leur  forme  ce qjT n'er.t  pas  possible  ^tint donne   la 

fr'ion dont on   1»', d4flnita     N^anncins,   on  reut  les scher..)tis.er en  faisant  la remar- 

que  suivante  :     On  vient  de  dor oritrer qua   ler.   foncticns   t* . £ it,,= ^    »^taient  stric- 

ter.ier.t croi ^<-.Hriter.  alor:>  que   les   fonctlons t     s <j ^t , — J    ^talent  strictenent 

d^erci atari tat«     II  est   »Icrs  tfvidtnt qu'una courbe d'un r^laau ne  peut  rericontrar 

une courbe de   l'autre  rf'se-iu er   plus d'un  poirt   (c.a.d.  que  pour —   et   'S:    fixes, 

m     et.    L^     sont  parfaitaraant dtfinls).     Ceci   perret de  scharr..'!tiser  ces  covirbea 

cot r e nous   I'avuns  f-ilt  sur   la   figure B, 



?4. 

1« alto rxK. 11 i v». 

Th» curv«»    tmm*it    • ) «re  th^rofor»-,   for «  flx»<l     ^     ,  d#crea»ln«i  function« 

To pl«c* curve» te, ^{t,,*),   l«t u? ealculat«   ^A -   /|>   According to 41,  ««• havo  « 

Hence t>       i;,  positive, that  is  to say,   since each curve --      ■ constant  It a 
clis le 

decreasing  function of   k »     ,   and  the curve»  ar»«  situated one above the other  to- 

wards  the incrwislnn     b, {the hichest curve» correspond to the greatest value» 

°f I   • 
We can easily dlf-cu«;1 the boundary case» 1 

For t,»*  ^nt) t, ^| , we sec ir equation 3^» that thp cosine series divexce» 

and tends towards plus irfir^ity, sirce then V0« 0  , whert-as the two other series 

rwalr fir if e "ince v^", i^  otJ pr than unit v.  Ae therefore have : £■ « -♦ o* 

The curve t,t iUi.^l therefore the half streicht line : ta» Ij^^J 

For t:.«l and -l/t  s' • on tffJ contr^ry, the cor.ir.e series corver^es whereas 

the two otter series diveice end terid, in view of their sign, towards rrlnus irflni- 

tyi  'Ve therefore have 1 r ' ~ ^ 

The curva t# • O'it, ,-«^} i^ thuiefcre the segrrent : - I 4 ^» ^. ' > ^i " ^ 

A'hen we have sir^ltarieou^ly  t"»« ^  t, » I  t all the series dlveKjc but the 

cosine series tends towards f.lus iriflrity wt^erea» the two others, having necotlve 

sicins, tend tov.ids lirus infinity.  Depending on how one n.ake» t, and C,  tend 

towards 1 on*- cor. cbti;ir. any ll"!itt positive or negative, hence any value of ~ . 

The serie» in it' corveice urltcrrly lor fc, ana C,  other ttian I , tnersfcre re- 

presenting cor.tir.ucus fmctiens of bo and t,  . Thus we see that if we cause I" 

to tend towards  I  through Irwer values and t, to tend tow..rd» 1 through higher 

valuer;, all the curves ^s »(t iKonverce towards the point ts « t^r ! 

To trfice the curvt-i. t0 .l{^  L^  and ^» * ü (t, ft)  1 w« should start by de- 

tertilnltig their e^act shape, nv" this is impocitle owing to the way ir v.hich they 

have been defined,  Never*helesr,, they can be shown ditgrarivatical ly, takir.g into 

acccunt the f?.ct tt.'it we f roved above that t9  «'(t, L) are strictly increasirig 

functions wh«rea« b0 .aft,  *^ nr< strictly docronslrg functions.  Thl? rreons 

that a curve of one group cannot wet a curve fror.' the other group at rnor» than 

one point (that is, for fixed k   and *  , tm    and t,  are perfectly defined). 
9 "to 

This allows us to she», the curves dlnurorm «tically as we have done ir. figure 8. 



«»• 

Flcur« 6 

Sch4m« d«t c(Kjrb#t   »  *^,, ^ - 

L/k' 

:;NTERPRbTATICN CINEMATIQUE DE U DISCUSSION : 

II tst <vldemffi«nt potslblt de graduer le» axes fc, et t a en fonction de •'i 

6S  . Le schema reste le rr.lre.  II montre que t et 

- pour    *■     tris grcnd et     »    mcyen,   ie jet reste  pTHtlqutrntnt dan«  Is axe riu 

ccnal;       auand    7      dirrinue   le   jet  est  de  plus  en  plur.  d^vl^  rr ils   la  vltps- 
0 

se    '.     dlrlrue «I    *=■     derreure constant. 

-uand     ■    est n^catlf et  tr^s gr^nd,     *.      tend vtr»    '    j     1* rj/viotion n'at- 

teint.  son raxlrur  aue  si   I'on  a  5irrultar.»'rent     -. - : ♦ ** 
b 

- ocur   —      fältle et    — 

'.-. «nnt« 

■'oyen, est   ^»ssez   faible  et   li  ^'vl^tion  rest 

^uand ^jcrerte,   la   deviation aurrerte  ainsi   ^ue    »• 

Pcur   r-      irflnl-ert grand,   la  deviation est m;ixifrum s-,uf  pcur     %■   c   -« 

Des  calculs  nutr<?ri'.ues ort montr»5 que   I'influence de     P     sur   v,    f'tait  pr«'- 

00^^'^ante  alors que   I'influence de    -r-     ^tait   ripiden-.^nt  ntfgligMbl«« 

Pour des vilturi de    -r-    cofrr-rises ertre - 0.5 et ♦ 0,t),  on a  trouv»   que   la vitf?s- 
b 

te    v,   et   la  deviation 4taient  pratiquefrent maxlrrum d^s que   I'on a   :    ^--    4   8 
p 

XII.     EaiKT^MIrU-r.^  £T üfiüH  ^E gflUBAMl S  I^CVITEo^tlS  i.T  loOCLlNLL. 

Pour d^ter-iner ces diff^-rentes   llqnes,   11   faut  paitir des  plans des   w' 

(Fig.  2)  et des  ^    (Flg.  3),   passer  par  le plan des    fc   (riq.  ej),   pul«. dans  le 

plan des   *   (Flg.   I).     Le calcul   analynique est  toujours  possible rr.ais quelquee 

rerrerque» g^orV-triques  pernettent de rtleux   les  sulvre. 

Consld^rcns d'abord  le cas des  llqnes de courftnt et des »^quipotentlel l«s.  Dans le 

plan des W   ces  llqne«  sont  resp*ctlverr«»nt d/flnles  par     y=  C* *   et    • «   C      , 

done  forrtient un r^seau de df. Ites  paralleles  auy  exes et  p^r consequent orthot^o- 

nales. 

■ 



ii\»of» of cwrvw«  I t«nt ■ 

E 

KINEMATIC INTfcRPRfcTATIC* OF  TML ARGbf/i-.NT  I 
It  It of court* possible to grnduate the ax««   C,    and   Ct    In t«nns of tr^ and  9^ . 

Tho dlagr«n< does not change.     It shows  that  I 

- for a very  laroe   3r    and a mediurr   t     ,   the jet remains practically in the 
l| ab axis of the channels  when    —     decreases the Jet is deviated moT* and more but 

the velocity  iT^   dirtirishes  if     j»       rerp-rtins constant, 
a. ** 

When P  Is negative and very larcje, \r.    tends towards  I  ; the deviation only 
r 

attains Its maxlmur I f we heve at the s'jne time — - ■♦-o* 

- for a small ~ 
h 

deviation. 

and a red!urn  ii V\     Is quite low and there is only mediurr. 

When =:  increases, the deviation Inrr^oseu, as well as C.    ,  For an Inf i r.i tely 

^»^ a. great  A- , there is mnxiTiurr deviation except for ~ « «tf 

Numerical calculus has shown that the Influence of  2:  on ir.  Is preponderant whe- 

reas the Influence of h.     rapidly becores negligible.  For values of —  lying 

between -Q.^  and + 0^^ it hns been found thnt the velcrity ur, and the deviation are 

practically at their maxlrwrr as soon as one hat : = \ J  | 

xiL EUUIK)TENTIAI. AND STREA»; LINES - EÜUIVELXCITY \ND ISOCLINIC LIKES. ' 

To detent ire these different line« we mutt start from the W and ^f planet 

{fig» 2  »nd 3), pass through the t plane (Fig, 5) and into th« Z plane (Fig, l). 

Analytical calculus is always possible but a few geometrical remarks will make it 

easier to follow. 

Let us begin by considering the case of stream line» and äquipotential lines. In 

the V plane these lines are defined respectively by ^ * constant and $ ■ cons- 

tant, thus forrr.lrg a set of ttrslght lir.es parallel to the axes »nd consequently or- 

thononal. 



L# p«t»ft9« tfu pl*n <*••    i    ••  fait  p«r  1«  for*«it# •> I 

«    «-.   » 
•   t. 

(«) 

L««   Iic,n«a d« courant  ••rent   Jone  d^finl»»  p«r       V , C**  ,   $o!t   i 
r t. k.  )    r •«. 

Arou^«nt        <   ——~-    S   :   l- 

• t   !•■   rfqulrot*ntl«»U»fl   fV»? f 

k.t. 

■   C       ,   tcit   i 

On  r«Connalt   li   li  definition d€»s  cerclec  da jteiner     idn-^tt'.nt  ptur  pt'ints dt 

ba«»    t,   tt   t,     .  Done,   dsrs   !•  pl^n des   k   ,   IM   1.   net de crur'nt   for'pnt   unf 

fafrlll« d» Mfflff   passjnf   par  les  points   t,   et    t,   tt  centres   sur  I'.ixe 

t%t j- ( t# ♦ t, )  t-inclls que   les  ^qulr-otentlelle»   foment,  une   fir I lie de cere lea 

orUogonau*  aux  precedents  centres  sur  I'axe      ^^ - 0    •  &;,n{'   Ier  deuy  C"5»   se .If 

la  partle des  cerclts  sltjt'e dans   le de-i-plan     t     ^    0     *•• t  ^ censerver. 

Pour avoir  l'expression  tnalytiqut de  ces  cercles,   11   sufflt  d'invers^r  la   ror- 

mult   9,     On  a   success!verent   t 

k.t 
t.t. 
*.-' nr. 
tt, 
t.t. 

TT 

/     - 
i - •- rj 

t. 

(46) 

Cii obtlent alort des llTes de courant, en lals^^-nt V constant "t en faitant v .- 

rier f tft • «# I -» "0 et les ^qui potpntipl le«. «n qarH'jnt ( con-t mt et. 

en  falsant varier   V    de       _   _        a       ♦   — 

Consld<?rcns mainten^nt   les   lsoviter.^es  et   les   Inclines.     Dnm.   le  pl^n  des    f     !•• 

isovitesses  (lianes   le  lone,  d^squclles   la  vit'iS'.e g«rc!« ur   rrodule con^.tint^   sent 

d^'fl^iss  p^j-    r-.   C   -     ;   CM  »«nl   done  de?  cercle^  concent rl.ues  ttndll qu«   l(?s 

Isocline»   (llnnes   le   loni)  des^uelles   la   vittss».-  qnde un«-  direction c^ri«. tmt.e) 

sont  d^flnles   par 01 C    "       :   ce  sent  der> dr'ites   l'.S'jes  de   Poriqine.     wij.ind 

on  passe du  plan des    ^     au  plan des     'S'    p^r   la   transfcrn^tlon   i 



a» p.»« through %** t   pi»*»  by m*nt  of Femf*! 9 f 

Th« ttr««* Wrmt  «III ItaH b« d»fin».i by (f  * con»t«ntv 1.«. 

Aryument 

(*) 

and th*«qulpot«ntial lin»» by ^  ■ constant, t.a. 

Har« we racogniza tha definition of 3talnar (^ circlat, assumirg C. and ^ . as the 

limit point». Therefcre, in the t plana the itreir lin^s fom a family of circles 

pa«sinq throuoh the points tt   and t, and centred on the axis t^  a i. (t.-i-t,) 

whereas the «'ui potenti al lir.es fcrm a family of circles orthogonal to the fcr^-er 

and coritred on the axis t. In both coses we rottlfl only th^t part of the 

circles which lies in t'e half | 1 ir,^ t ^ }, Q , 

To cbt-iln the analytical expression of these circles, we need only reverse iorn^ila 9. 

rta nave, succebsivwly : 

t-t,    t|.» IIi4-«-it] 

t = 
\.t. 

Il^t-*-^] 
(Hi) 

Than wa obteir stream .'inss by letting w remain constant an«! mating ^ vsiry from 

„ ^aa  to  oo  and equi potential lines by keeping &    constönt and makiiig  (1/ 

very from « S.f» ■♦• ft 
2    * 

Let us now corri ier the equivelocity lines and isoclines. In the *J5 P^ne the equi- 

velocity lines (lines alonq which tht velocity maintains a constant module) are de- 

fir.ed hy IT  ■ constant; thoy are thus concentric circles, whereas the isoclines 

(lin^t alonrj which the velocity maintiin? a constar.t direction) are defined by Ö = 

constant ; the^e  re str^i^ht lines issuinq trom the origin,  rthen we pas*, from 

the **  pl.jne to the ^  plane by the tr^nsforriation i 

r-i 



  

27. 

I.*  for*« d»» court«» «tt /vldr^vnt MiM«rW« «t on « orteor*- 0«n»  U tltr i*t   W 

un  r^etdU OflhtHor«!  4* tftCltM •♦  d*  CcrcUt   f>oui   !••   ItMllMi «t   lot  ltcvlt«t- 

Mt«     HH;r p4««-»r «Jw pl^n 'Jo»   *f"    «u  pNn d»«     I      ,  or  •   11  tr^n« fom^tlon -j« 

Joukoipst'v   : . 
t    ;/ f ♦ T'   j (6) 

un  «i-it^.u»  c't-   tr-nsfor' .t; »n  tr^nsforre <\m%  circles  concentrl^ues »t  d«t 

drclttl   r tyonn-nt  de   l'orijine »T, un  r^-eau orthogonal  d'elUfSts «t  d'hypertol»» 

a i-ctl ...t  rp-e c<;r,tre  (.H   l'oricine)   et  m^res   ixe«.     Done,   dans   le  plan des    t    , 

I^r,   isovterse^   »-t   ler.   i'.oclinei   fornent ur.  r^se-iu  orthogonal   d'elllpses et  d'hy- 

petbolot  Cfritr«-es   \   l'orilne e'   de   foyers  Eitu''f  sur  I'axe       J • **    •   Natur^lle- 

-crt,   se' I«»   1<   pirtie dc- CPE  cc rtes  si'uf'es dans   le deri-plan     i« ^ o     est   \ 

con«erv^r. 

Four avcir   1'ex; rer.siT.   m.ilytique de  cer.  conlques,   11   suffit  de partir de  la 

ferrule 6 er  ronpla^snt     x$'  pat   s^   fome  polfjire   : 

r        ik 

i' ou  : 

-; <>• *  ^ 
.-'r   rens   les  -nrtios  rr'elles  ^t   iT^alnnlit S     ! 

On ofti^nt   les   i sovi terser,  ^n  i^llminant     A     : 

3«?     ' v    a v 

et   ler,   isoclires en ''li-'n-nt 

I CM A / 

Pcur obtonit  COS  dlf f«.'ront«l  courbO«  dans   le  plan des    i    11   tuff It de reporter 

le-.  vjl^ijrs  de    k    donn.'es  p^r 48,  49 ou  90 d.jns   la   fomule g^n^ral»   14.     F.n  fait, 

i)   s^ri  riui,  eonrofte da  paasor  pal   it   fomule 21  donn-nt    i   en  fonction de    ^'    . 

11  v» done  C'ti*  n.'cer-siire d'ex:r5mer     f   en   fonction de     t    .   Pour  avoir ure •*- 

prottlo« se  oret int  mioux  suy calculi qu«   la   fomule   1^,  nous  Inverserons   la 

fcrruile  t   : 
1   U *'''} 



37, 

thm »hspm of   th«  cu.-v«*  of  COUJB«  r^A^ln»   t'»-   % f*»   •' i  nm   -ilso hav«   in  trv»   Y*   pl«rw 

an orthogonal  n«t«orfc  of  striljht   Jln«s  4nrt clrclos   for  th«   isocünic  and r^uivalo- 

clty   Mn#s,     To  past   fro«  th«  *#     pi ina   to   th«  b    pl^n«,   wa  h.jva  J>jko»»^i'y' s   tr^ns- 

forution  t t'i^vr'j w 
Wa know 9 that th'  tr.infforii.itIon tr-insforns concontric clrcias «nd |tr«lght linos 

radiating from the orioin into an orthogonjl network of ellipses and hyperbolas ha- 

ving the same centre (at the orinin) and the sve axes.  Thus in th« t plane the 

aqjlvel^city line^ and isoclines fort an orthoqonal nftwo^k of ellipses and h/perbo- 

lis centred at the oricin and of foci tying on th« jxis  t- «O . Naturally, we only 

retain that part of the curves which lies in tne half plane fc-^O. 

To obtain the anjlyticai express'.on of tri^s« conies, we need only   take foruila 6, 

replacing *€      by its pol r forw : 

V-r 
cX 

from which   i 

Separatino   the  re.il   and   Ifiacln-iiy  pirts   : 

k. .JLH^X 
\f 2^ 

The  eqi.i velocity   lines   are  Obtained  by  ell-inating    A      : 

=  I     ».♦., t.a 

^l 
IT 

* * 

and   th«   Isuclinus   by   ell: in i tiny    ^       j 

^ 

r w- ir a + ir    •*■ 
= i M,) 

Cai X j        \SinX/ 
t   « t. b   2 

t TT A. 

i^O^ 

To obtain these Jifferent curves in thi Z  pl-nt «e need only insert th« values 

oft  niven by 48| 4y or SO into the general fornuli I4t  nctuilly, it is more con- 

venient to proceed via Fomula 21 giving Z  in th« ttrnit of  ^' .  It will there- 

fore be r «cer.«;?iry to express ^  in terTS of t .In order to nave an expression 

which lends Itself more enlly tc our cilculations than Formul« 12, wc shall re/erse 

Forvila 6 : 

t.i[v.n 





3'm    • 

•t   i 

•voir ufM parti« l««4lt«lr« n^^atlv«,   *!>rt ttm  fs    ••( t^O-^wr« 9*«*tlf.    Itonc  t 

5 .*./••-» (»0 

iv#,   *: .<■$   tu«  f«    «i 

Enfln,   I'utllltttlOT 4«« i^v«!-»   **Tt« «n »irl« i»%  fonctlon« hyiMr^'o^^tri (•*•« 

4« G«utt (formjilt« 2^ «t 2*») (Vlc#$ilt« I* dl«eti««i9n 4« H v«'»ur <!• I I—J 

Malt on salt qu«       p^|4  ' • -'onc   J,*~rN«  !♦» formjlt» 27 «t in,  p»iir      4s  ., 

2,   3,  on tort touj-mr«  i«n5   1» eit i» ipollc-it« in do  I«  f rr-J!« ^. 

Four  4  ■ 4,  on tilt quo I , 4+    *   t, -»»,*-' (2b) 

D'*pr>s  51,  en  vo'.t   ~u«    4*.   «s*.   1' •O'-o'. ügu«  djn'.   1«  pi <n den   If     iu  p^.n»   C.    ins 

1«  oiin dos    6    .   C'tst  jont   1«  pent     B^   , B^d^ns   1«  pi «n des     5f   ..t.  on   —it 

rvonor I*  ttMMfflM it  I* MWlitl9H 

qu« (Flfvrf  ♦) 

I un«» d'nci.'i   JH  <' ,   'tr'- 

Pl?n dos 

SI    y' o«t lltvl d»^^  It  f'iL'jn I   'dorl-^^rcln -iv^c sos front;*T»tt) on  ?••>'  'Ins 

1« Mt a*»pollution d«  1«»  for-JW i*. 

SI    ''  «»t  slt'i'*  dT»'   M  r^g   jn   II   'do-1--,^jronn»»  avec un«j  pirtls de »••'.   frio- 

tl^ro«)  on «'it #tM  li ^i^  I'^o-li'.iti-in d«  It  f')rrtjl* ^'y, 

Lt  for ul'i 21 pr-jf.i  fin«l-»r»ent   jne 'l*'. deix  for-«*,  tjivint««  x 

- *l      y    «»t  d.'*  li   r'•)  HI   I,   m   I   * 

) 



■••        y. ttVtT, 
m ttmf thm mttlgulty of th« doubl« sign by riwbTinq that   y      must hav« an 

liM«lnarr part «hlch It na^ativa *»»»r«3t  I j    It «l^ay» positlva.    Hanca t 

Finally,  tinea wa ara qoln-j to uta the davaloprtAntt in sariat of tha hypargaonwtri- 

cal  functlont of Gauti  (Formula 2*) and 26)    th# v^lua of      ■    r.    I    rrwst b« dltcussad. 

But «a know that    I >   K '      • Htnc*t   according to Fornulaa 27 and 28,   for ft)     «I, 

2,  3, «pa thall ba In tha »pfitra of application of For-mjla 2^. 

For K    • 4,  wa kno»* thit  i      ^ s  t, . Vk*_l (?•) 

Frow 'bl  wa tao th»t /A      It tha homoloqua in the ^  plane of tha point t, in 

tha b plane.  It is thus the point B. ,3^ in the T  plane and we can r .due« our 

dlteuttion of the condition! ^ to J geo-^etrical discussion (Figure 9). 

( Figure 9 

i rpi 
ane 

e«»\ 

If ^  Is situated In region I (se-icircle with its boundaries), Fonnula 2b  can 

be applied. 

If  7^ l« situ ited in region TI (seTi-i-mulu-, «ith p-irt of its boundaries) we have 

tu apply Formula 26. 

Fonnula 21 finally ta»(es one of the two following forns i 

-if      y     Is   In  region   I,  ».«.•  hiv«   : 

■at 
.... ..-/rr MBllLr ^ UIV" i 

M 

• 



2V. 

.   ti     ^    «it dans  1* region II,  on » I 

i z ,4* 

avsc,  rappeions  la  t 

i M* ♦ /I7 
I .     v. 

XIII.    EXPLOITATION .JE.J-A. SOLUTI^ PAH DE^ SgR^ES .LOfi-VlIP^MI^UgS f ^ffflg « 

Mfine qu.ind on d«?vel5ppe  les  fonctions nyp«rg»'on'trliues de flaues en 5<?riet 

les  fornules qui  resolvent   le probl^tie,  h  savulr   t 

- les  for-nuUs gonf'riles de passage du pi m des   fc   IU pi in des   «.     i  5.- et ^3, 

- I'is  fomuljs  MttnifMflt  les constintus  t   34,   3*3,   36, 

ne sonf. pis JtliiSAbl«!  pr iti-jun nant  pour une ^tude  nun'riiue  plu-;  pouss^e du 

Probleme  p'ircy quo  Iss  scries hypo'rv'on'tri.ques do Gouss conv^r'jont   r-»ntement et 

se pr§t:«nfc mal d des ipproxiAStlOflSe 

V.3ls  ii est «'viient   JU";   iMcojl?M«nf;  varie continue' ^nt quind on f^'it virier 1' 

anfil^     *     d'uM  fi^on continu«   (siuf  pe'Jt-Ätre  f«ur   o<    voittn 'Je    •    car qu.ind 

on passe de    * »o      a    o*    diff-'runt de     0   la viter.o.e  -i   l'arttt   levient  Infini»), 

Or,  on s-jit qu»' tou": nonbre r4el  peot  *tre aooroxiw,  avec unc  precision austl 

gr indo qua  l'on veut.   Dir une  frjction tstlonrMllt« 

On peut  done,  dins  notre  probr?rr,o,   re-pi icer 
7r 

par une  fraction  ration— 

Mil«      ~ en co I'-.-.'tt'ant un? erreur  au.si   faiole  ^ut  1'on v.-at,  done  en chan- 

gein"   l*4eoulta*nt  SUttl   neu qui   l'on  vcut. 

II appiralt linn^dist«<atnt sux- 1'•/-qui*,' on I!> que le probl^me so limplifif  done 

con^irl''r.ibla-0nt,  cir on   i  ■Ion  \  6*l0ul«f UfM   Int^gril» de   fraction  rati jnnel le. 

NoannoinFi,   il  s»r» quand allM plus  sirple,  eonnt nous allons  le volr»  d'Integrer 

«   l'aije des  fonctions hyperoi'oi'trl (ues  de Qarust,   pu'.s 'Je dt'velopfier celles-ci 

en series   Infin'es ti   »nfln M  IfAAtfOfMI ces derniY>res en  s-'rles   finjar, de 

logirlthriös« 

En äffet, dans  Iti   for'AliM SQ et öi,   11  appjralt deux types  sirpl^s de series 

de  li  forne  : 

r. M« I 

•{*«*)* UTT 



~ if    ^      1» in fgion Iff m 

2«. 

h«vw   I 

*•• *•• «».•        * -H.»        /j 

(si) 

«rlthf   l«t u«  r»«M»nib«r   i 

XIII. DEVELOPMENT OF THjjj^UJJXQH jY ME^NS ,fiP_FirUTÜ. LOGAfilTHMIg ^tjIJSx 

Even if w« develop Gauss's hypergeometrical functions in series, the formulae 

which solve the problem, i.e. t 

- the general formulae used to pass from the t plane to the "Z.   plane t 52 and 53, 

- the formula» which determine the constants » 34, 35, 36, 

are irnpractloble for use In e more thorough numerical study of the problem because 

GauBs1» hypergeometrical series converge slowly qnd do not lend themselves well to 

approximation». 

However, it is evident thjt trie flo^ varies continuously when t.h# angle OC i» made 

to vary continuously (except perhaps for o( close to O  , for when we pass from 

cA ■0  to oC other than 0  the velocity at the edge becomes infinite).  Now we 

know that every reil number cjn be apnroxiT.ated to a rational fraction /dth whatever 

precision we nay desire. 

We can therefore, in our problem, replace   —   by a rational fraction t- , with 

as small an error as we like, thus changing the flow as little as we like. 

From equation 15 it may be seen at once that the problem Is then greatly simplified, 

for we then have to calculate an Integral of a rational fraction. Nevertheless, it 

will still be simpler, a« we shall see, to integrate with the aid of Gauss's hyper- 

geometrical functions and then to develop these In Infinite series, finally trans- 

furmny these into finite logarithmic series. 

In Formulae 52 and 53 we have two simple types of series of the following type : 

t\ •< 

)tT 
**<* 

^» «e 'w.e 



Cffwldtron* d'afcord 1« pr««l»r* »drU. 

E1U ••*«Tlt •»««••• lvw»*»t, •« raapl^Mtt P»r 

r i«- ■ 

«(R««)I 

A" 

tmo *■ ♦f/» 

JO. 

Pour •xorlmtr a , on pcut utillicr la fornul« t 

477 I • •*    «* h* *i 
(54) 

Done,  en  posant  :    n^*^"»» c.a.d.     *. _'./*-^,j       on peut rfcrlr*  t 

r^ u4r^^i 

Si     =-     est une  fraction rt'duite,   il  n'existe  p.is de valeur de   t      tell« qua 

i ^♦"9       Pol'r    0<l < )i    et on peut done re^pl-»cer la  $om~,nion pour |»4* < ■• 

p^r une somation pour   ' <t  C «« puitqiM  pour     /   < l   4   /•   la  s^rie an   h    tera 

null«.    On  aura done   t 

<!«< 

) -l_ 
»».- o ► (•»♦'JTT 

%«■• '-r/ 2_ e 
/ 

Cor.i'ne 
A   1 

ne d' pend pas de k , on peut supprlmer la parenthfese int4rieura. 

Pu!5 on IntQrvertit les siqnes da som^ation et on sort du slgna *L en t i«s 

ter^es  ne  d4pendant pas de     t     , On  obtient  I 

t        "♦ ' 
2_ A ■^^^f' 

tz  -O ^^     -lefc  frA. ^. 

». 

En se  r^ppelint que     Ln ( i -  t ) ?idnet   le dövoloppement   i 

on obtient   flnalement   t 
Ki I n 

(55) 

■ 



30. 

Ut «*•  «tart by cof>«>«Wring  th«  flrtt   ••rl«t. 

It  U writtMl,   repUcing    -_i_     Oy     UL- t 

na* ^•# ••• 

To «xprtftt   a    IM can ut« the  fonnul«(S) 

I titttCv*^ if 1 « I» ♦ M^ 

o  i if   t^ 
(«M 

^♦•^ 

Thus,   tsklng  :      "nq + pat.       i.e.     '*»»~^'t-b)      we can wri**  s 

^♦i 

dU/**»)' 

Ull(^%)| 

r»« for If    I.        is  a  r^ducfd   fr-cMon,   ther»'  l^  no v-ilue of    ■*      such  tnat *»b*»*«» 
•I 

o^t^p and we car th»?r>-foi>r r^p^ce the surjr.ation forp^i^^» by a surrrition 

for \ { i £^  sinco for '^t^lp  th« || index series will be zero.  Thus we shall 

have i 

■ — * 
dt + (nt«)Tr     «< 

Since   s,  

l.i 

tlMf.»)| V 

does not def>end on   fe    ,  we can do av.ay with the  inner  brricket.    Then 

M  revert«    the surnniation  sifjns  .md t.,ike out of  the    i.     sign in   %    the  terms 

which do not depend on   t.    .   ..e obtain   : 

*.«• fc«^-» «»^ 

> 

*»♦! 

-i^   ' 
^♦(»»♦O'''      *   ^ 

^ A   ' ^    A ^ 

*•• ••• i.i 
Remembering that  Ly, ( I -'*)   car. be develcj^ed as follows : 

(..,)..^ 

we  finally obtain t te««-! 

LT,    \.e ^  A ^ (5$) 



Jl. 

Ce>n»\aUrona !M!nt*n«nt   1* 2^m» typ» <to »iri«.     > • I 

0 
Pour exprlnar   Q   nous utillsffrons   la  formul«  t 

4a« 

Done,  en posant     tte.bat    c.a.d,       «, _L/*♦/•)   .  on obtlent  i 

(56) 

«V/-«»)? I   ^H* . 

Po\jr      * = ->»     »   I1  s4rie en    ^        a  pour some   ^   et le  terme correspondent de 

li S(5rle en   t   est 4gal ä     - ^f •  D,autre part pour    -/*<%<!    ,   il  n'existe 

pDs de v^leur de   t. teile que    *«Q«-^»       et done  1* s^rle en 4   est toujoura 

nulle.     On  peut done,   en mettant  h  p-irt   le  ter™» correspondant  li    •••!■ ionmer 

non plus  pour   - ft ^. x   g  oe   mals  pour     / ^ 1   ^  * .  On  =*  done  eoTr»  pr^c^denmentl 

* *• 

1 
VT, 

solt  : 

«T .< .-Cr-'fc-^^^^li 
(57) 

REf/.AR^Ufc^ t Dans les formjles M et 56, on a un double eigne (l'un 4llminont 1' ) 

autre) nals queljue solt le slgne adopts, on retrouve In m£nio r^aultat. Ce double1 

signe p*>ut (et dolt) Stre affect^ i 4 «t alora on peut dans les fomules 55 et 

57 changer   4   en   - ft    s;in3  aucun  Inconvenient. 

On peut alors utilUer  !♦»»  'oriules  5") et bf pour transforner  les  fornulea 52 et 

M.     tn renplagin*    i. , ^ , ^ » Jh   Par  leur vtleur,  on obtlent apr*»9 des  siTipll- 

flettlOM  Evidentes  et en   re rip',rs^nt    «    par    4 C     I 

p m 



•f     «•■!►• 
JI. 

To •ipr*«s   d    *•  thalJ  u»«  ffi#   f'>nvil4Q/ 

EM 
# if t y  ^-p 

(5«) 

Thus, taking n^-p« %  i.e. "n • J. (xtp^t we obtain 

<%■— ii2^ W»<-' 
Uh(^%)| 

A    i 

For   t •-^    ,  tlie  sur  of thi k^     ir/Je>   ••r)*t Is  a     jnd t^ o coii^spondlnr,  terr" of 

the  t     index serl*-;.   Is       - J. .On  the or,t-»>r  hand  for - ft < *». ^"1      there  is no 

value of   x.    such   that   t« efn ~ )B        and  thf«r»fore  the Ä      index  series  is  always 

zero,     /.e cir.  therefor*-,   settinr;  apwit  the  tf.'ir^ coi i ^'.poncii nq  to i»-^   ,   c;.<3culf.te 

tht  surr.,   no*,   for   . jp^n. ^. •* but   ftr    1 X x   /  «^      .   Thut  M h.jve,   *s before  i 

A ^ 

i.e. 

I 
tt.o 

.'^^  A^ 

*.J 

^^-> 

<nir-«( 
« L- I .c *  A  * (57) 

k,o 

( ÜCTt   ;     In  fort><u]r(e  >i  ana !>6 thoi>-  ii,  a  double  sicn  (one excJuding  the ott-.er)   but     ) 

whichever  sicn U   t.^pn,   the rj'.ult   lj   th«  Mn»«    Thl-   doubl*   -.ign can  (and Ritt) 

be assigned to k   ««d *"« "n  ther«for»|   In   fotmultt W and 57,   peifect.Iy well 

change K     to ^ i^    . 

We can  then make use of Forr-ul-e 5ft -»nd 57  to ti in^fonr Forr'ulfe V*.  md  -'3, 

Replacing A,)(At ((Ai)>Af|by  thoir   v»lue,  we ebtftin«   -iftti   obvious  simplifications and 

replacing  d    by hif.  < 

) 



«-• 

4>e 

"   u/.-£--*^.^ ,*J 

-SI      '5'   est dins   1^  r-V on  II   (FijUM   3) 

. t - uf...-^*. tf   '-»J 

|    e^    f'    .^"       U[.-.-t<k,.-C,^»'*j 

rr ^  
[...-'^V^^J 

.^ (59) 

Sih « 

L©s   fcrnules 96 et M sont  lei nouvellos  foriul*» de bise riu  problem«,    Goa-i« 

pr4ct'do-r,entt   le«; MMttflt«!      0«       et    .,      sont d^tinnln4«3 en  fonction des 

- 



- If   *<    U I'  fqlo* I (flC»»r» •) 

I *    L        l 

hi«.i    fc« 

+ 4 4       l 
-2cKl ^   -L 

l-e 1 ir ;5 ^  V-» ( (58) 

-.  If    ^^    If   in   rrglcn   n   (f-irur«   9) 

ItlW    , -I*»* rf   «     >    ^ 
e Lv.     I.« ^   « ^    l* 

J 

t  I«*   tit» ,   r ,   -"'•5-5^ r V 

I' 

•U (59) 
lW»rf 

Foirul»* r>. »n<l '^9 are the ne* fund.nental fomwlae of the prohl«^. As before, th« 

cor.Monts  ^  ind  IT.  are deterrlned Ir. terms of the data and by MMM of 

• 



II. 

donrv #■ «n ■• pl«c«nt »n  i«t points p4rtlcult«ra  I 

is. L « «o  I'o*» •       »  i  « 

s« «. «Ck oü  1'on a        •% ' 

Dans  lat dau* WMtg   U   f''- appliquar la  formula 59. On obtient,   pour   <«L« 
.1«! 

-a = - t  « > « I        i       £_ 
t • o 

'-/ 
r. e J 

rr 
e L* j    I- 9. ^   a i 

TT 

^4* 

arc / 
^ /    /- e 

i(t*W|'     .j: ? / 

*>9. i l^« 

•* 
10 

u I / »(U*t)^ -Zu   '   7          .L* 
ft      "    ^ / -   *  (60) 

f-our     « » •.-»c ^    ,  la ptrtia Hallt donna t 

r-*^|:"'L-['--"4f-iM] 
ü ••   ai      a i * • E k 1 

^J 

»        ITT i. 

r TT   < 

J 
*  1 

k^., 

;...-'«.•'♦] 

-   ^U -x 4 (61) 

"^""VV 

• 



placlrg onm$*lf  »t  pcrticulcr poirts   I 
— i 

In toth c«f*i w« muat «i^Jy Frxrula  •<■<.     Mt obtain,   for 

h       *      L l J 

r-i 

e^Htc L. 

+ f 

iiSri 

k.o 

Ks« 

I.« 
-i(t||*l)f TT TT 

3   ^ 

2 ik*    . 
!-c 

t (? k^i) <^ 5   <\ 5_ r*o) 
Slnaf 

For    Z *  a. + tb      ,   th«  re.jl  p=iTt  glv es  ut   j 

i;iil    cX •:. " 

L 

^ eat^dL (60 



I 
ylV.     ÜI3i£NALI^ATH<i Pü  »fMÜtH-   I 

On tmtt fnfr dm g*ntr»H*9T  U protl** •* r»pr«r»«nt   !•• wir«« hyroth*»«« <»«• pr*- 

c*<frr»nt,   I« Mul« dl 1 f«r*ne» consikUnt - consJt^rsr u;   r»n«|  t*n»lni r.on plu»  p*T 

Mn toul  vol«t  drffl«ct«ur d«  lofMiu»ur   L    fjisant Mn   .nql«    - «    «v^c  !••«• dM e»n«l 

mais  par un«  succession d«    n* f     volets de  lonoueur»  respective* L, . La »!•«♦»  • 

le volet de  loiK^ueur   Li     f?is-nt  un angle   -ec^    ^vec   le  volet  de  lorwjueur   Li. | 

Toul en continuant   I'exf.W   i^ns   1« rs< jMnli  nou-   con^iö^r^rors,   pour  les  figure», 

le ras  particulisr       T»,2. 

Dans  le plan  r^ei,  on a  aiors   l*aspMt  suivant   t 

B 

( Figure  10 

(  Klan des    ■ • «. •* w ^ 

La  repartition des vitesses   le  long  des   fn ntieres  de   l'öcoulement differs du cas 

pr4ct-dent  surtout   le  loncj des vclet?..     En effet,   a  cheque  ai§te d'articulation,  en 

A ■» C, , ... CH t or, aur^  une viterse   Infinl*«     Lnt.r*' rJeux  aretes  successlves,   en des 

points   C', ,C      .,.   C'^    ,   a  priori   incU'ten; inf'S,   la  vitesse  passera  p»r des maxlna, 

eux  aussi  indf5tern in^'s  a  priori. 

Dans le plan hodoginphiqup *J. 1 «■ * f on retrruve le m€r;e arc de cercle que pr^- 

cödeniment, mais entaill^ cette fois pir »» lacets recti llgnec, is&us de l'orlglne 

et d© direction?, dorw-es p.ir ceiles 'i« . * premieres facettes. Les extr^riiitcs d« 

ces facettes corre.pendent ^videorrient iix points C,,Ct ... L. . Pour passer du 

plan des ^S au plan des t , nous rarr^nerons le contour {üiti^ d'arc de cercle et 

de drnite h un contour polygonal  p^r  la transformation  t 

V 

On vait alors  irrjn«'diatenent que  I'on obtient  dant   le  plan des    %S     le  polyaone de 

ll  figure  12, 

[ 

\ 
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C» c«n Cry    to 9««Mr«IU« (H* pr«iM**(  rwortlng to »'••  «•■o hypothotot  •• tofor«« 

•1th tho only dlfforrnc«  th«t «•  •'•1J  con«ldor • chornol ondlng no loor.tr  Ir • tirw 

gl9 d«fl«ctln9  flip of Icnutr.  L    Mtfcli^v •" ••■<*•   — *(  »ii''  t"«  •■»• of   *■'•• cn«nn*it 

but In J tuccosdon of ^»t   fl«p« of Unqtr r*«poctivvly  L, >L% .^..L»»»!»   th# flÄP 

•f length Li  OMklng ar. englt of —tCi   with  the  flap of  langth  Lj-I»  ^   1» conti- 

nuing our »urvoy  In tho gonora]  cast •*• shill,   in  tfi«  figures,  cor.sidor   the  particu- 

lar caae ^»«2   , 

The real   pi-ne  then appears  as   follows   t 

The distributicn of  velocities  alcnc,  the bounc'.aries of  the  flow differs   fro:    the 

pnvious  cose tsptei«lly  along  th«   fl.= ps.     At   the edge   fcnped by each  ert icul-ticn, 

at  ÄjCj,,,,, Cn     .  we  lhal]   hive  infinite  velocity.     Between two  successive edces, 

at the points C', , Cj(.,.C*w   ,  which are a  priori   indeterminate,   the velocity will 

pass  through  a mirilrnur;!,   also a  pricrl  irdeteif inate. 

In the hodogr. phic  pi me    }» « i. t ^      »we  find Sfalfl the  same arc  of a circle  as be- 

fore,  but  now cut  into by "H    rectilinear paths,   issuing  from the origin,   their di- 

rections belr.g detem.ir.ed by thor.e of the  first fl    facets.    The extrerdties of these 

path» naturally correspond  to  tne  points C,., C1 ;.)>, C',  To pass  from the %   plsne  to 

the   t      plane,  we  reduce  the contour  fcrmed   uy  the arc  and the straight   line  to  a 

polyoo^al  contour by the  tr.inr. formet ion  i 

t9« Ut « Lfi4*l# 
It is then imrediately avioent that in the 'X      plane we obtain the polyoon of 

Figure 12, 
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Ce polyoone a les angles aux sommets suivants t 

T en    A «k  C^^, 
0 en    A , C. , Cai  .c„ 

2tr en     c; . c; ,    .c; 
Or peut  lui appllquer  la tran'.fomation de 3chvyartz  de  fa(,on ^  I'appli :ut>r  our   le 

demi  plan c <j ^ O  en  imposant   lec  conditions   : 

^ : " ' comme homologue du point      C-**! 

t» ♦• comr e  homologue  du  fjoint        A' 

»» * • conn.e  hor:.oloq»je  du  point        C« 

Nous  appelerons  en  outre  i 

t, 
t. 

L» 

B 

I> 

ft 

■«•«♦' 

l'hcioloqu»? du  point     : 

I'horroiocue du  point   : 

les  horf.ologue'i  de^.  points   :   ^   .   -•  . 

les hoiolonueo  des  points  :   ci, c'«, 

Par  application du  theor-me de jcnwrirtz,   on  tr^uve  .ilors  BpW   le   r,lin  hodo^trphio*^ 

est  reli4  au  plan Get    t     D<jr   ||   forrulp   : 

• 
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Thl» polygon has the following anqles at the vertices : 

1    at 
0   at Cv, 

( Figur« II 

Figure L? 

Y*3 L*> ^ plan« 

2TT   at   Ci-C; ,....,CU 

We can apr ly Schwartz's tr^nsforr dtion tc it so as to map it in the h.-ilf plane 

tuk ^ 0 i irrposing th> following conditions : 

t» _l to be the honiolooue of point Cn + i 

t» ♦! to be the horolooue of point  A* 

t B^e" to be the homoloou» of point  £»» 

In addition we shall denote by : 

tm the homolooue of point :  ^,3i 

ti    the homologua of point t  B,B 

t» ,t|,,...,ttw the noipologues of points *   * ,C, ,CX>,    ,f C*„x 

tl»C«."-»tJneit,'e l"'Onoloaues of points i C^C^, , c^ 

By applying Schwartz's theorBtr we then find that the hodogx-uphlc plane is related 

to the t  plane by tne fomula t **' 
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Figur*  13 

Plan <*••     t > t » • ^ ^ 

.. t. k*    k»     k. 
*       i       i 

i. 
| A c: c.    c; 

La  fraction rationnelle sous  le  slgne  somn« st d^cor.posa an tfl^mants siirpltt.  On paut 

ecrlre  t 

at on trouva  irnr^diatement pour     K, .^     l'axprassion  t 

^., - t.^ (ti;. »M., )(t0 - ^,,0       ft.;   - *••) 
Et  la  fonmila 62  prend  la  fom«  I 

L*  ?  .    k 

Catta Integrale corporta n polas sitnplas t tt  . t«,  ^a>,  da residua raspactlfs t 

^r J 

La rnßma ralsonnemant qu'au paragrapha VII montra alofi, par application da la th^oria 

des residua, qua, quand on passa da  '-»^ • € k    ^a/ ♦ ' >  ^ rapr^santant una 

quantity tendant vers z^ro, 1'Integrale varia da t 

- cir. K K, 

tandis que le premier mambra varla da : _ t * 
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)   Vt^i 
( c- ) 

l1^ 

t. 4» 

C  J •  A  c; c. 

( Figur« 13 

Th« rational fraction urKier the Integra] sign e»n be split up into sin pie elempnts. 

A* cen write : 

(t - t^ ( t- t>yi yj 
lt_ to (t-ttO 

t'1 
and we imwdiitely find for   Kt ^    ^^ expression » 

(M-».>-(k.i-t»i-»>(t»4-t.j«,)...(t,i.t.O 
And  for-ula 6»-  t^^es on th«  forn   ; 

L.I 

This  i 

. K /* [. A* JSO. l-4i 
nteqrr.1  contains *»   simple  poles   : t^>t^,    t      with,  the rfsr^ctive  resiüue«   : 

4 • lia ^ 

The snm« re^soninq 9s In paregraph VU then ahewti by ipplicatlon of the theory of 

residues, that when we p^ss froiv \'-^to t '^E   , £ representing a quantity 

which tflndf, tov/Trds zero, the int*!or=il v-.ries by : 

iTT K K 2.1. 

Vi t;»-i 
while the first member v^ri»»» by j -UCt i 



On • done t 

mi 

•t   1»integral« pr»nd  la   font*  t 

/t*'~ 
V 

J,  L     j- • i ^ 

On vrfrifi» als^ment qut   I'on a   : 

f mt *   L, (  t   •   /^ i    ) 

/■■ 
*£L1 

37, 

On a done, en intruduls-^nt unf. con't^nte d'integration *■' : 

On deter" ine k et K en i^titfaisant »ux '.-on'Ji tionj. suivantes ; 

K' 

- pour    t ,, i 

- pour     fc : -I 

l-K  ^ .  • 

du canal,  L- *  est ^j 
- pour     /.<   t   .ct.   .   c.,.di   l0  ion(j ^   parcis 

On octient fintlomont  s 

1.1 = -jiL u f* .^T) . 5:  ^ ,/ ^ ^ tv. ^ ATT, grf 

- »   2      V 

D'ou 1, w§m  ti'jure  ^u'au p«r«gr«ph«  HI  , * 

(63) 

I 
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tti « nr   HKii 
Vt 

«nd th« Integral  tak»t  the  form * 
«i -I 

Ul 

W« c«n «atUy vtrl fy that *• have  « 

M  - /r i« /"i, i^T; 
/K i 

t.**4    ]/lKi 

Hence, intrcducing an Inttgratioil constant n  , we have : 

/ 

We deterrlne K and /f  , by satisfying U e- following conditions t 

-for t m   f     ,    J, t f * o 

- for l^ t It,    %  !••• along the walls of the channel, Lm f     Is real. 

Finally we obtain : 

In the plnne of the complex potential Wrf+iy* **  acain have a strip formed by 

the two straight linfSj'.-SL ind ^m + fl ,  At befori», we choose the origin of the 

axes of the W   plnne such thnt the pcint corresponding to ,4 is    f * o     Y»-^- 

Which gives us the s-jir« f Inure »s In psnnr^ph lilt 
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Figur«  14 

D* 
tr- 

L« piffige du pjan des   w   au p. in d«s   t     •• f** - cow* au par<.gr4ph« VII «t donna 

lai  fornulaa  t 

f L- 
cj w- 

t-t.        ^     4      Lw 

t-  k.                   TT i-k.             • 

o»            t.-t. 

(9) 

(10) 

On peut alors ais^nent ^t^bilr  I'equdtion dc'terninant  1« passige du plsn des au 

pl^n des       t ,  ComrM au priragraphe VIII,  on a   I 

?    'i^L     dt 
dk 

Solt,  en utllitant  les  fomuliS 63 et   10 : 

v -tSt** 
t..t. rit 

* a.t.)(t.t.) 
(64) 

On peut prendre   fc* «• , On volt alors d'aprfes les Fig. 10 et 13 que I'on a i 

Pour achever le c^l-ul il faudralt d^ternlnen ^« , fc • ; les ■ cor.stantss  ^4, 

la largeur   d    du Jet ^ I'lnfini aval. 

On peut rener^uer que quand on passe d« tt. t h  fc|>€ avec t  tendant vers z4ro, 

l,lnt4grdl<» auynsnte, par application de la th^ori» des r^sidus, de la v-ileur t 

Jf   d^signant 1^ v^leur de  J  pour ^••t. . On a done X - — • D'autre part, 

quand on sasse do *-,• £ h   »• • i   dans le plm das A.  , m passe de B' ^ B 

dans le plan des «.  et le prämier membre ü« 64 varle d«  _ c b ,  On a done : 

On retrouv« liquation de conservation de la mas^e. 

Pour pousser pljs loin I'analyse du probl^me, 11 faudralt, en raison de la fom« 

conpllquf'e des Equations 63 et 64, recmrlr aux calculs num^rlquas* 

• 
■ 

• 



ZZZTF 
. pE- 

i 

~i 

Pa»»«g» fir» th» vT   pl^n» te  ■ i* t    pl-«n»  1? »»MBCtsd *»  in p^r^or^ph VIJ   »nd nivn« 

th« fortrula«  t 

v    (t.t.fc.t.) 

(SJ 

(to) 

It  is  then o^sy  to  find  the  •qustion  m^.lch dettrrlres   tre  p<jss^c;e   from  the 2r   plane 

to de  /"    ol-^nf».    As  in parvrsph Vill, \e havi  : 

I.e.  uslnc   for'ul'e 63   iftd  IC   t 

.//, 

'r2 

•'•e can take    t ,  Then w; stt   fror   Fieuret  It   .mri  13  that we have  : 

To ooa>pl*t« our esleulatlom m% should datarn>lna  '.  tm   t       ;  the n  eonstanti / ; 

tht wldti-    flf      of the  iet it  Lnfinitv dovrnttraam« 

Ml may  nctn  that '<hen .-.«   paai   fror: ^y _ ^   to    t, t £   with    ^    tendinc  toward«  zero, 

the lri?'-rol  Iheraatiti   b>  apflicetlon of  tha tt very of residues,  b)  tha valua  : 

T    uenotinr;  the vnlue of    ^   for   ^,>    .  Thus we  h.ive    V « JL     .  On  tha Othar hand 

«hen we r^ss  fro-" tt^t      f) £, * £     in tha   ^     plan«, we paaa fron Ä'  to  ß    in 

the  3   ol^ne  ^nrt  tha   first   ■*-'h»'r  of  M  viriet  by  _ti    . ence v/e  hive   t 

_«^ e- -/ 'e. ^= hv; 

.Je corr>e back   *.o  tha equution  for  tre eontarvation of I-.üSS. 

In order  to möke  a more  thorcuoh ^r.ly^is of   the nrablaai   it   la n#ca«a«try.   in vie/, ol 

the cotrp)ic-ted forr nf ^u-ti-n-, f. md M, tu -wwi rweouraa tr. numarieal caleulus^ 



*Vi      I I   JL   LA   mm*    IHILITL   -   LTVufe   rS   >  r^^l^L. 

I*4t9%  »^tu^J «i«« eonn«lt«4nc« »ur !•• #coul»«i»nt» p«r»«n«nt» J« fluid*« 

compr*t«lbl«t non vltqu#u« nm r*rmmt  p«t l'^tud« «pprofondl« d'un <co-jl»m©nt 

par un dlsoosltlf fl  qu« c«lul VJU« nous ^«nons d'wnvlsiqor «u pdi«gr«ph« XIV. 

La m/thod« du fluid« flctlf d« Tchapllquln« n« per—» vraiment d'^tudi^r -^u« 

d«s ^coulements d« fl-iid« comprt«»lbl»« mr\  mouvtment p«ri7win#nt, »ubso.ilqu« »t 

quisi 'jriform«, et n4>m önnn  c« ei»< •lie conduit tr^s r«pid«m«nt ^ d«« calcul» 

inextrlcables.  La singularity que represent« I'arite h  la sorti« du canal 

•xclut done ici I'application de c«tt» method«. 

Mais h  d^faut de th^orie analytique, on peut remarquer qu'en subsonique 

I'^couiemenl nw dlff^rera qu'sn un point du cas ineomprsssible. la vitesse h 

I'arftte d'artlculation restera flnle, la vitesse infinie 4tant naturellement 

une i-npossibiiit^ physique,  Le ph^nom^ne n'en gardera pas moins le mime aspect 

car^ct^ris«? par une deviation de la veine fluide le long des volets, avec 

forte depression au voisinage de c!"i.3que arite. 

Par contre, en ^coulement supersonique on peut «»sparer, sinon r^soudre le 

Probleme, du moins avoir une id^e assez precise de l'^coulement grSco h  la 

m^thode de lYandtl - Busemann/* 

Avant d'appliquer cette m^thode, nous aliens pr^ciser les donn/'es du pro- 

b 1 *>me : 

- Nous consld^rerons, corme au Paragraphe XIV un canal termini par une 

succession d«? volet«. Pour plus de clart4, nous supposerons que la paroi su- 

p^rieure du canal se termine h  la hauteur de la premiere arite d'artlculation, 

e'est h  dire que ou « O 

- Nous supposons toujours le fluide non visqueux, le mouve^^nt plan perma- 

nent Irrotaticnnel et de plu» isentropiquo.  Le fluide s'^coule d'un« r^jion 

amont de pression d'arrftt P^  et de temperature d'arrftt T    vers une region 

de pression T^  . 

- Le caml peut Itre consid^r^ corme le col d'une tuyere; 1'^coulement. y 

est done uniforme et se fdit. Ji la vitesse critique c  corre^pondant JUX 

conditions r      et  iT . II en r^sulte que les perturbations aval ne peuvent 

rc-ionter au-del^ de la section de sortie du canal; I'^coulement est Cone 

uniforme dans tout le canal ju-jqu'^ la section de sortie AA 

- En  A A   se produisent deux d^tentes de Prandt l-Meyer qui vonr. Inter- 

f^rer. On sait que dans le cas d'un «^coulement plan ^le larqeur infinle con- 

tournant une arftte, Id vitesse amont 4tant la vitesse critique C  la r^-par- 



39. 

«hat it known today about th» ttaaay flow of to'*pr*«s;L..«, r.cn viscewt 

fluidi In not tuffictant to allow a thorough study of flow trn-ar l a^vica 

auch a« that dascrlh^d in paragraf* XIV. By Tchaplio JI n's flct tious flud reUai 

^ne can ranlly only study U'« flow of compr«-ssibla fluids in sTeady, s ^ntonic 

■i.. i quati uniJorm rr.otlon, and «v»r in that caaa it v*ry soon laads irtc in#»ytr|« 

canle calculations.  The specie! feature constituted by the edne It t-.e exit 

)f  the channel thus excludes the possibility of apr lying this 'Tetr.od in the 

present case. 

forever, in the absence of an analytical theory we rray note that in tne 

subsonic reaime the flow will only differ in one point fror: the inconpressiblf? 

case : the velocity at the edoe AIU remain finite, infinite velocity beina of 

course a physical impossibility.  The phenomf-non will nevertheless retain the 

IMM aspx'^t, chiracterized by a deviation of the fluid strearr. ilong the flap, 

with a great depression in the neighborhood of each edge. 

On the other hand, for a super-onlc flow «e can hope, if not to solve the 

oroblerr, at least to obtain a fairly clear idea of the flovi  by using the Prandtl- 

DuseT.ann method.^-' 

Before applying this  method, let us stite tue dati of the prcblem : 

- We are conciderinc, as in p^raaraph XIV, i channel endino in a successicn 

of facets.  For greater clarity we shall assume that th« upoer wall ot the 

channel ends exactly above the first edge i.e. that d ^ O 

- rte still assur^e that the fluid is inviscid, its motion plane, steady, 

irrotational and in adnition isentrcpic.  The fluid is flowing from an up- 

strtam region of stagnetion pressure *Fr    and stagnation temper-ture Tj. toward! 

a pressvire region i9    , 

- The channel can be considered as the throat of a nozzle, hence tne flow 

in it Is unifcrm and pioceeds at the critical velocity Cc     which rorr'spends 

to the conditions ly. and Tr . As a result, disturb .'ices occuring downstream 

cannot be propanated back boyond the exit section of tha channel.  Ther«^ is 

therefore uniforr flow in tha whole channel up tc tha exit section AA 

- At  A A   two Prandtl-f'eyer expansions will occur which will interfere. 

iVe know that In tha C'ise of plana flov of Lnfinita widtt round an edae  the 

vplority upstroaa hpina the critical velocity  C.    , tha distribution of 
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titlon d«s  vit«tt«» «»t donn/« p*r  1« solution Jm  Hnuill-Ueyt  l 

^.Vs^f rt.V^C^tf 

ou  l^ «t tr^  d^signent les composir.tms  de li vltej«« suivdn» ie r^yon 

vwcteur it la normale au rayon vecteur,  #   I'.jnqle polalre compt^ ^ pirtlr 

de l'axeoy , X  le rapport des chdlours sp^clfiqusa, et W 1i vitesie 

qu'atteindrai t le gaz pour un»» pression ^vanescente. |fFiqure lo). 

» 

f-1 Figure   I!>, 

<*2^\ Detente de   Prandti-Meyer, 

^1 S^S^^'T' 
^ 

Dans  C9  cas  simple,   une des   families  de  cardct*'rl stiques  de   I'^eoultiwnt 

est  formte des droites    ^       = C - 

- Rappelons  enfin que   I'^coulement  est   r4gi   dans   le   plan  physique  par un 

potentiel de vitesse    ^     d^finl  par  I'^guation aux d^riv^es  partielles   : 

L   c«j jx«       c»   8lta^Tl     ct J an» 

^   laquelle  on  assocle dans   le  plan hodoqrophlque   liquation dl f ff'rentlel le   J 

[u^]*"--«&^*'«a-»*[,-S]*V'0 

^qugtion dans   laquelle     C      d-'-siqne   la  crltiitt   locale du  Son, 

Alors  que   les   caract''ri stiques  d''finies  par cette  derni^re  Equation  sont  par- 

faitetient connues   (double rt'?.e  ü  d'^picycloidtt   limits   par  deux  '•ercles   con- 

centriques  df   rayons  resper. ti verent  «'n-'ux  k   1".  c'l^rit*'  critique      ce    et   k 

l^  vitesre  ll'rit.e \*f    corre'-.pond.irt  h   Is  pr'-s'jion 6vanttO»nt«)i   let car-ic- 

t^risticiues de   la  preri^re Equation M pauvant Itra d^tarmiMai  rlnoureuserent 

que  dan?  des  cas   tr?,s  sirrples.     V.als  on  iait  qua   lai   plant   pKyr.ique     et 

hodographique   sont   li^s  p:<r   la   proprif't''  d'ort-.hononi 1 i t^  des  earact^rlatiquat 

an  des   pnintr.   ho^olonnes, 



v*locltl««  U qlvn bf  th*  H^ndtl-Jtoy'f lolution  t 

«rr , V/ im m VB-Vi* 
wh«r« Vr «n^l tfW ditiot» th« component» of th« vtloclty along Hit vector 

radius and o^rperuilcular to the vector radiu«,   §    the polar angle witn 

tne Mtt O^ , %       the ratio of specific heat», and  W   tie velocity 

which would r>c attained by the qa« at zero pressure, ^ig» 1^) 

I** Figure 15. 

Prandtl-f-ieyer expansion. 

In the siftple case, one of the groups of characteristics of the flow 

consists of the straight lines ft  ■ constant. 

— Finally let u» remenber that the flow is governed ir. the physical plane 

by j velocity potential 0  defined by the partial differential equation t 

with which wt associate, in the hodoqr^phic olane, tne differential equation ; 

In which equation  C  denote?, the local sound speed. 

.»hereas the charactei Istics defined by t.nis last tquatlon ar^ peifectly known 

(double set of epicycloids bn\inded by two concentric circles with radii equal 

to the critical v«?locity  C-  ^6  the maximum vßiocity V»  corresponding 

to 7ero pressure), the charact' ristics of the first equation can only be ri- 

(iorously dtster ined In very simple cases.  But -ve kno*.  that the physical ind 

hodoqraphic planes ar»- related by the orthoaonality of theli c'~iarictcr;.sties 

at homoloious points. 
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lim qu« rrftu-l» «n^lytlqu« n« pvut p«« Itr* pou««4« plut loln, c«tt« <j«mi*r. 

nrnprt^ttf • Mnrlt h  Pr«ndtl «t Bu**«"«nn J« d4v«lopp*r un* teorl« p»nwtt«nt ä* 

d4tTirin9T  graphiqu«ff«nt jn 4eouUR«nt «v*c un« precision autil grandt qu« l'oo 

v*ut «n tr«vaiUant simultan^mant dana :•• pians pTiysiqu« «t hodo^rapMqu«* 

Nous n'avons pas Jug* ut'lt d'appliqjar » fond catta -ntfthotiv, irutl» ••ulainant una 

pramikr» appro«tmat ton qui conslata k  confondra lat caract^rlstiquas du plan 

physiqua avac das droltaa. On »ait qua catta approximation ait d'autant plus 

Ju$tifi*'a qua la vitassa varia pau la long d'una caract^ristiqua du plan physi- 

qua. Gals ne sara pas toujours la cas dans la probltma qui nous occupa, mais 

catte m^thode nous parmattra n^anmolns d'avoir una prami^ra id^a satiüfaisanta 

du ph^nom^na. 

Dans la canal, on a un tfcoulamant unifcrma.  II corraspondra done au canal, 

dans la plan physiqua, un saul point dans la plan hodographlqua (Fig. 16 at 17)• 

En A  11 sa produit una dtftanta Jusqu'fc ca qua la prass ion dans la Jat 

toit 4gala h  la prassion T^     . On sa d^placara done dans la jat du carcla I 

corraspondant h  la prassion critlqua au carcla II corraspondant h  la prast'on 

f^    (la carcla III corraspondant fc la prassion 4vanascanto) la long da I'lpi- 

cyclolda A A • En  A  dans la plan physiqua, on a done un faiseaau da 

d^tanta dont las dlractions sont lat normalas k  catte portion d*Epicycloid«. 

En A 11 sa produit da mime una detente jusqu'k ce que Is vitesse soit 

parallele au volet. Dans la plan hodographlqua on se d4place done le long da 

I'^picycloTde AA  dont les normales d^finissent las d^tentos se propageant 

h  partir da A dans le plan physique* 

Dans le plan physique en aval de A  arrlvent les car*ct^ristiques issues 

de A et propageant la detente suivant un faisceau d'ouverture tST, 

La pression v> done diminuer le long du volet Jusqu*^ l'arrivrfe de la derni&re 

d'er.tre alles, la caract^ristique AT,     »    Apr^s, arriveront les caract^ristl- 

ques issues de A  propageant la detente suivant un faisceau d'ouverture TOT 

qui se sont f^fUchles a la surface litre du jet. SI on «a place dans le plan 

hodographlqua on peut suivre une teile caract^rlstlque. On part d'un point T 

sur I'^picyclolde AA  . On ^e d^place sur une ^pleyclolde jusqu'en (*    ou I'on 

rencontre la derni^re Epicyclolde A C  propageant la detente en A  .11 

faut alors rebrousser chemln jusqu'en H ou se produit la reflexion h  la sur- 

face libre du jet;  on repart alors suivant 1'EpicycloTde Ml   jusqu'^ ren- 
I 

contrer  la droite parallele h  la  facette en    2  ,    On voit done qu'au-delk Hj 

m »MII mi i mn IWI »— ■ ■«» — 



«I. 

I* •Aalytle «t^Jy cannet o« pursw«J ««v furt^r, tMt IttUr property 

• ^;*3.r« ni «nd ftjs«Mnn to (tov«lop « i-v«on "Mcft r*nd«r« r«««itl« • • :r«- 

oMcal (J»t»r«lnation of a flow with ony doslrod -i^cro« cf oecurtcy, «ortlr^ 

• inultonoou»ly In th« phytlcol and tn«* hodograohle planot. 

«o conaldorad it unnocoaaary to appl/ th« cowplato mothod, but only ua*d a 

firat approÄlmation, aaaumlng hypotnotlcally that tha charactarlttlca of tha 

physical plana ara atrai^ht Una«. Ma know that thia approximation is only 

Juatiflad In casaa whara tha valocity variat vary llttla along a charac.t«ristic 

of tha physical pl«na. Thia la not always tha caaa in our prasant problam, but 

tha mathod will navartnalaaa allow us to obtain a satisfactory preliminary idea 

of tha phanomannn. 

In tha channel thara is a uniform flow. Tha channal in tha physical plana 

will th*rafora ba reprasentad by a »1^1« point In tha hodogiaphic plma (FIQO. 

|9 and 16). 

Thara will ba an axpansion at     which will continue until the pressure 

in. the Jet becomas aqual to tha pressure TJ »  We shal* th«rafora follow the 

Jet from circle I which corraspcnds to th« critical pr«??uret yp to circle II 

which corresponds to tha pressure T^  (circle III corresponding to zero pressu- 

re) along the epicycloid  A A  . At A*  in the physical plane we ♦k.«refo- 

re have a group of axpanaion characteristics whose directions are perpendicular 

to that portion of the epicycloid. 

At A there will also b« expansion until the velocity becomes parallel 

to the flap. In tha hodographlc plane therefore, wa move along the epicycloid 

A A • whose normals define expansions being propagated from A in the phy- 

sical pi«no. 

The characteristics issuing from A  and propagating the expansion alonq 

a cone of openinq   WA>   , arrive downstream of A  in the physical pl^ne. 

The pressure will therefore decrease along the flap up to the point where the 

last characteristic,  A E   arrives. After that will arrive the cnaractsris- 

tici Issuing from A and propagating the expansion along a cone of opening 

tJJ. , which have been reflected at the free surface of the jet.  If wa 

place ourselves in the hodographlc plane we can follow one of these characte- 

ristics. We start from a point ▼ on the epicycloid AA  • ^e move along 

an epicycloid up to  Q , where wa meet the last epicycloid A£   prop^qa- 

ting the expansion from  A'  . Hi then have to retrace our steps as far as 

}-C where the reflection from the free surface of the jet occurs,  rte then 

st.irt off aqaln followlnq the epicycloid Hi  until we m«»et the stralaht 

line parallel to the flap at  1 . Thus we seo th:»t beyond point £  the 
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point £  la nr«ttton •u<n>»nt« 1« long du vol*tt puitqu* I« point J <Ju plan 

hodoqrtphliu» «st tltu^ A I'lnttfrivur üu c*rc!s p««!*"» p^r W      • 

CM! v« con»tltu«r U dlff^r^nc» »tsontl»!!« •♦»tr* Im  r^gln» «ubtonlou« 

•t iupÄrsonlqu«.  Aloi3 qu'^n »ubsoniqu« la repartition dm  prasslon 5 la parol 

*»5t caract^rlt^* par un« forta d^prasalon i chaqua arlta at un majtimum da 

press ion »ntra daux aritas, «u contra ira an «uparooniqua oti iur* da'i maxür« ia 

pression ä chaqua arlta at das mlnlirwi antre daux arätaj. 

Nctons qua la raisonnement qua nous venons da faira ast rlqour^ux dans 

la plan hodographiqua at parmat da calcular aff^ctivamant cas axtrema da pras- 

slon.  Touta la difflcult4 consist» \  placar dans la plan physiqua las points 

honoloquas da ceUÄ du plan hodographiqut. On paut assayar da pr<5cisar la po- 

sition du point H oü la prassion «*t mlTimum,  On voit ii7»r!<>di atpm»nt sur la 

figura I6 qua i'on aura s 

Af2 fcte-gg  

En fait,   las d4tentes en   A   at    A     vont int9rf4rer et  Us ciract^ristl- 

ques Issues de    A     vont  s'incurver,  si  bien que  Pon peut saulement affirr^er 

qua  : 
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ftrmtturm  incr««s«« «looa th« flap. »Ine« point I  of tho hoJo9rsf*iC plan« It 

tltuMt*d In'i <• UM clrclt passing throjgh L • 

This will conMltut» ihm  •«••ntlal dlffer^nc« b«t»»o«n tho subtonie and 

suporsonlc rogirws.  Whoroas In tho subsonic rogin« the distribution of pres- 

sur« along the wall Is cha. scteriied by a great depression at each t-doe and 

maximum pressure between two edge«, in the  supersonic on the contrary there 

will be maxinun pressure« at the edge« and mlnirrwri pressures between two edae«. 

It should be noted that the above reasoning Is rigorous in the hodographic 

pl'-jne and enable« u« effectively to calculate these extremes of pressure. The 

whole difficulty resides in finding the position in the physical plane of the 

point« horrologou« to those of the hodographic plane» We can try to place 

point fL   where the pressure Is at a Tiininum,  <'ie see irrnedi^tely from Figure 16 

that we shall have t 

A£3 *>**• a:  
Ce»af, .. linof, t^U ZJA. 

In reality, th«re will be interference of the expansions at A arid A 

and the characteristics issuing from A  will curve inwards, so that we can 

re.illy only st.ite that l 

Ae^ W^JPA' 
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I. 

JONS ITERATIONS    5UR     L'ECüUUKENT    TRIDIHENSI^Ntl     A    „YMfcT^Ifc 

AXlALfc    ET    RESULTATS    D*ISSAU    M     CALCUL    NUMLKlgt'E 

L-ES     LIGNES    DE    CaJRANT. 

Toutes   les exp^rifrnces  r^alis^es  ont d'abord port^,  conm«  nous  I'.ivons  vu 

pr^c^dewnent,   sur des  tuyeres  ext^rieures,   pr^sentant gdom^trtquement et m^canlque- 

ment une  «sym^trie  axiale.    Autrement dit,   le  ph^nom^ne  physique envisage   fut un 

phcnom^ne  tridimensicnnel  &  sym^trie axiale,   caractt'ris^ cütrime  l'indique  la   figure 

ci-des*ous   : ^ ff 

par une  tente annulaire d'ipaisseur J>     pr^sentant un d^passement    o.  de  la  l^vre 

sup^rieure,   et sur  le corps de   la tuyere un volet conique cle  longueur d'ar^te 2#   • 

les generatrices   faisant un angle oC    avec   les  plans de section droite.    La  figure 

donne  la coupe par un plan diametral;   l'origine Stant  placke sur   l'axe de  tynw?- 

trie   o X.     au point ou cet axe rencontre  le plan de  la  l^vre inf^rieure de  la  tuye- 

re,   contenant   l'axe   o %■    ,  du  plan diametral  consider^,  on appelle   7?      le rayon 

inferieur de  la  tuyere annuiairt». 

On s^it qc'en  supposant   le mouvement  irrotationnel,   le  flulde ^tdnt  parfait, 

1»"  roordonnoes cyllndriquet; 4tant   %, %r   it  0    (cef.te dermfere c^ractfrifcant ft 

partir d'un plan mpridien cilgine  la  position d'un plan m^ridien quelcor.qu«)   11 

exlste   un     potentiel des vites^es   $ (x,tQ    ^ )   »   lncrtp»nd«nt  de   0    ,   et qui, 

harrr.onique  en   ^,\,'1ff    »   v^rifie   liquation   : 

Equation qui  en coordonn^es  cyiindriques devient  t 



CONMWRATIOKi OH II«lümfch-.IONAL TIXM  »ITH AXIAl bTÄfc^Y 

AML' «ESUITS OF FmUMEIfTAL MUtttHlCAl  CAl/ULUb TO 

DETERMINE FME STREAM LIMES. 

In all the »xpcrirrwntt performed riitherto, the nozzles used were, as al- 

ready stated, of the externel type and axlslly symmetrical both geometrically 

and mechanically.  In other words, the physical phenomenon involved was a tri- 

dimensional one with axial symmetry, its characteristics being, as indicated in 

the following figure t i 0 

•n annular slot of width Jo    with its upper lip overlapping by a distance ct , 

And on the body of the nozzle a conical flsp, the generatrix of length JL*    for- 

ming an anrjl» of OC  with the sectional area planes. The figure shows a section 

In the diametrical plane; the origin being placed on the axis of symmetry oxat 

the point where this axis meets the plane of the lower lip of the nozzle, contai- 

ning tne axis-o* of the diametrical plane being considered, we denote by 7?Ä the 

smaller radljs of the annular nozzle. 

We know that, assuming irrotational movement and that we have a perfect 

fluid, the cylindrical coordinates being 'T>'X- and & (the latter defining 

the position of any meridian plane with respect to a meridian plane of origin) 

there exists  a  velocity potential f [^ t^,Jf)  » independent of 0   and which, 

being a harxonic function of xti^'tX      , satisfies the equation t 

r OK*  ay*   fy* 
which equation, in cylindrical coordinates, becomes i 



L*4qu«tten am  continuity pmtwml <U mam  a,«fnr»«r i'oi«i*nc« d wn» IOMüM 

d« eourant f CT.^.^.) . «ll* ■*■• inö4p»nH%nf  d« ^ «t v^rlflant 1'Equation i 

Mais alora qu« 1« »elutlen d«a tfeoulMwnts I ddux dHMn«lon« »tt rtndu« poitibl« 

par la con»)derailori d«a fonctiona analytiquaa da variablaa complaxaa at I'appll- 

cation du thtfortoa da Schwarti, on no pout ancoro, mtmm  dans la caa slnpla doa 

<coulamants tridimonslonnals h  ayarftrlo axiala rtfaoudro co«pl*tomont la probltao. 

Cortas, H. Lanb 0  at R.T. JonasQ) ont parmls son approcha par la conside- 

ration da aourcas sphtfriquas sur I'axa, at I'un do nous a paraonnollonont poursui- 

vl das racharchas tandant I  substituar doa soureas cylindriquas poranottant par 1* 

intarvontion da cartainas fonctiona inttfgralas da ilar un <coulamont I •ywrftria 

axiala 4 un tfcoulamant plan. Mais cas travaux sont ancora InachaWs at na donnont 

pas» do fagon a imp] a at utilisabU, 1'Equation da la aurfaca libra, c'ost h  diro 

calla du Jat. Nous poursuivons cas .achorchos analytiquaa tout k  fait g^ntfralas* 

a 
• a 

Mais nous nous sotnmas pos< la quastion suivanta i axista-t-il vraimant dann 

la cas particulior qui nous inttfraasa, una difftfranca considtfrablo antra 1'tfccula- 

tnant plan at I'tfcoulonant k  sym^tria axiala 7 

Rapranant 1'Equation fondamontala dac ligne« da eourant t 

ÜaL.iLL-l^.o 
«t rappalsnt qua Jb ast I'tfpaissaur do la fanta, trks faibla vis \  via da 7%m    , 

done vis \  vis da t    dana lUcoulamant I la aortia du Jat, nous faisona la trans- 

formation t 

L'*cpj»tion (2) daviant i 

(3) DZ«^ ÖÄ* 

Dans catta Equation ]R rapr^santa la diatanca k I'axa par rapport 4 Jb  ; 

done 1%   aat trka grand. D'autra part  . X.  aat un gradlant qui au volainaga 
OR 

* 
— 



a. 

Ti*# •quatloM »f continuity «Ue allevt u« to «taorf «»»• •■ltt«Mc« of • •tr««» 

function V C^.*.>). tttolf Indopond^t of 0 ond «atlafylng f •• oquotion t 

But «rhoro^a tho lolutton for bldi-iiontlonal flow is mad« potslbl» by taking In- 

to account tha analytical functions of eomplax varlablat and applying Schwartz'« 

thaoram, wa atlli cannot complataly tolva tha problam, avan in tha «Impla ca»a 

of axlally »ywnatric tridimanalonal flo^r. 

It is trua that H. Lamb (p and R.T. Jonas (2/  hava shown how it is possi- 

ble to spproach tha problam by consldarlng spherical sources on tha axis, and 

one of lit has personally done some research tending towards the substitution 

of cylindrical sources which make it possible, through the intervention of cer- 

tain integral functions, to relate an axially symmetric flow to a plane flow. 

Rut this research is still incomplete and has not yet provided us with tha 

equation of free surface of the Jet in a simple and practical form.  Ma are con* 

tinning these completely general analytical studiaa. 

o 
o o 

However, we asked ourselves the following question t is there really, in 

the particular caaa with which we are deillng, very much difference between 

plane flow and axlally symmetric flow ? 

I.at ua go back to the fundamental equation of stream lines i 

and remembering that jb  is tha width of the slot, very small by comparison 

with Hi    , and therefore with -X.     In the flow at the exit of the nozzle, wa 

make the following transformation x 

bquatlon (2) becomes j 
i i 

In this equation J^ represents the distance from the axis In terma of i  ; 

therefore ^ Is very Urge.  On the other hand Wjf        Is a gradient which is 

0* 



*x ... 

1. 

vtai«*4 :«M*-<«r.t 

11^»  «UM v«l*ur«  <)«t  d«pr*tsions »n c« point.     L*  fr** »n 

faibl»  vi» A vis dss d^nv^t»  tscondss  «t   is  tsrr« -^   ^X 

n^qligvaols dsvant   Iss  dsux  pr^T'l^rs.     Autr^rnint  dit,   st con.pts  tsou dss  corol- 

tiont  particvUUrss 'Ju proM^ms.   1'rfcoul^ment dsna un plan iMrldisn dolt  diff^rcr 

tr^s  pmu  ds  I'^coulsmont  plan corr^spondant. 

Nous  nous  sontr.ss  pos< un autrs problems  :   peut-on par  Iss  proc*drf« modsrnss 

ds calcul,  st sp^cialsnent grace h   1'uti lisation ds machiriSS  a  calculsr ^Isctro- 

niquss,   d^tsrmlnsr  les 1 ignes ds courant  h  I'lntexisur d'un Jst,   connaissant  ssuls- 

msnt  Iss   lignss ds surfacs  librs. 

Traqons dans un plan m^rldlsn ds  I'^coulsment  axial un quadrillags ds rr.aills 

Jl      parallels aux axes   t     st J   j   soisnt    f,  Vj . Vj , f,     Y 1** valeurt 

ds   U'   au  centre st au milieu dss cfit^s d'un carrl ds cftt^  2h    .   En  ss plagant 

au centre du carr^ st sn d^vsloppant en  s^ris,   on a  succsssivemsnt   : 

Tir 

-^ 

seit par addition 

et d'aprfes (2), st en n^gligeant le quatri??ne ordrs i 

Mais sn n^gligsant le troisl^me ordre 

L'4quation (4) devient. done t 

st par consequent t 

■ 



•«•11 In tH« l«Mdl«t« rwlgMwrfiood of th« «tf««. by  ««opartson »ttft y^i * 

-~£ ,  «hleh ar* dlrvctly r*I«t*<i to t**  jnd«rpr««*ui« v«lu«t «t t^•t 
point. Tho tor» In   «Z-    !• thut OMII in coaporlton to tno ••cond dofl- 

vatlvo* «nd ihm  tor»  i d^    probatly nogllglblo In eooporloon to tho 
two first. In othor word«, «nd fkirw into account tho porticultr condlttOM gt 

tho probltw. tho flow In a moridian piano diffora vory lUtlo fro« tho corrot - 

pondlnq plAn« flo^. 

W« tat oursalvos anothor problon i ia it poaalblo, by aodom mothoda of 

calculation, and atpocially by tho uso of oloctronic calculating machinoa, to 

dotormino tho straam linos in tho intorior of a Jot, knowing only tho free aur- 

faco lines ? 

Let us trace a grid in tho meridian plane of an axial flow, with squares of side 

K  parallel to the axes X.    and «• and let ^ i*V, »'K ,ij,% ^ ^ valu*$ 

of *Y      ln the centre and at the middla of the sides of a square of aide 2X • 

Placing onesalf in th« centre of the square and developing in series, we obtain 

successively t 

94 

F 

4; 
i.e., by addition t 

If 2   1^5 

and hence t 

and from (2), disregarding the fourth ordor i 

But disregarding the third order i 

Equation (4) therefore becomes I 

(S)   t-ilt,»^**^)-^^!-^) 



4. 

Or pour qu«  1« «»thod« sou lnttfr*tt«nt«v   11 »tt n*c*»»air« <iw« ••« «|u«drtJ« 

Ug«  «oit  ••»•!   fir  pour  pouvoir  64t0rmlr*t ty    JUK|U« dan»   1«   f»nt«   :    K     dolt 

Jone  Itr«  laMMMi ^   1«  Urgvur d« c«Iit<-cl.     Dans e«t condition«   i« dornlar 

term# »st n^gligaabl* at  pratlquamant    S^    att d^tamln«! par  : 

w     y-f (^/^. ****%) 
Or noui aurlon« obtanu catta  ralation,   »ant  approximation »n partant da  I1 

Equation  (2')  viivanta,   au  Hau da  I'^quation  (2)   t 

(2") a»« 
e'est fe dire de liquation d^finistant la fonction de courant du problem* plan 

de memes caröcteristiques g4om<?triquea. 

On arrive done h  la conclusion que si l'on piirt de la mime trajectolre llmite 

de jet dans le cas plan et le cas trldlmensionnel on trouve sensiblement le mArr-e 

^coulement, sous les conditions g^om^triques partlculi^res de notre problem«. 

II 4taiL alors n^cessaire de tenter la resolution num^rlque dans le cas bldi~ 

mensionnel, e'est h  dire d'essayer de determiner numeriq\<*>m«nt les lignes d« cou- 

rant h  I'interieur d'un jet* en ne connaissant que las lignes de contour d« c« jet. 

o 
o   e 

Le probl^me eut,  nous  le rappelons,   le suivant  : 

" ür fluide incompressible et sans viscosite s:ecouie par un canal plan de  Ion« 

■ gueur infinie et de  largeur  O      ,  dont  I'eribouchure est munie d'un volet dc 

"   longueur L>     incline d'un angle  oC   sur l'axe du canal   :   la  l^vre sup/rleur« 

" depa«',e d'une  longueur   <3t   •'. 

i±l.. 

s 

t'exp^rience montre que le fluide forme un jet qui est totalement dlvil dans 

la direction du volet. 

L'etud« th^orique du ph4nom^ne a 4te fqlte dans les pages precedente«. 



4. 

If thm mmtnod  U r««llr to  tM of ^••f.'.«i«, th9  grid «Jtt tM f!«# •****& 

to «How (J«t«rnlnation of VII right up to Intld« tho »lot.  Thoroforo K ,mj«t 

Urn   i«*» than ti>v wldtM of tf* »lot.  In tho»« condition» tho l«St »or» i« n#nH. 

glblo «nd ^  It roally dotorminod by  t 

Now «• »hould ha/o cbtalnod thli rolat U-rshlp, witrout «{'P'^xi ration, If 

we had startod from tno following oquatlon (2») Instead of oquatiori (2) i 

that Is to say the equation defining the stream function of the plane problem 

with the «arne geometrical charaetsristics. 

We thus reach the conclusion that if we start from the same Jet boundary in both 

the pline and the tridimensionai cases, we find the flow is practically the «jme 

In the particular geometrical conditions of our oroblem. 

The nextstop required was fo try to obtain a numerical solution in the bidimen- 

sional case, that is to say to try to determine numerically the stream line» 

inside the Jet, while knowing only its contour line». 

o 

o o 

Let us restate the problem, as follow» i 

An incorripröäslble, Invlicouu fluid is flowing through a plane channel of 

■ Infinite length and of width t   f at the mouth of which is a flap of 

" length Li  Inclined at an angle of  oC  to the axi» of the channel; the upper 

n   lip extends beyond the edge of the flap by a length cu ". 
a. . 

J--. 
b 

\ 

V 
Experience shows thtt the whole Jet Is deviated in the direction of the flap. 

The preceding piqes of this report contain the theoretical study of the phe- 

nonenon. 



Nous  noui  to*M» denn4.   pour   U pr%t»nt   tr«v«tl.   Uft condltiofi» »uivcnU«   t 

0( ,   IT L      ir.finl b    -   4    mllllmktr»». 

U  vittts*   V,    du   fluidt  k   l'lnflni   «val  du  J«t  a  .-t^  prlt*    g«i-  k    |    «t I« 
VltMM   Vi      k   I'lnKrUur du canal,   h   I'inflnl   «mont   dm  l'arlt«  ^q*l«  fc  2^, 
U  longueur   OL   »st alors d^ttmln^e p-ir !•• condition»  do vitetso «In»!  crioi»!«» 

I)     TRAJECTCIRfc  LIV.ITE DU JET. 
Nous on connaissons uno representation param^trique d'aprki   I'tftudt  th^orique 

pr^c^dente  ^) 

X - 

h 2n  I 
2Ln i^Li 

«.I 
. La AliSjtligi d 

^ ♦ «^"L i^eo« ej 

^:. us. ^^i^^l^^^l 

soil,   avec les valeura num^riques choisies i 

e xs7,^U,   9.|-^i^ 

^. ^^ 3,8137 AD: 1^ .limi £!}!?- 5tS*! w lm i»*** 
■** \ ♦ «WO 

En donnant h   Q     une suite de valours comprises entre 0 et 90°, nous avons cons- 

trult par points la trajectclre. 
Le tableau "I" indlque la suite des calculs nun^riques Ji effectuer et la 

tigute !IW fournit le Iftei de cstts ligne d» \mt. 

2)     CALOJL NUMEHIMJE DE LA FUNCTION DE Ca,H*>NT A L'INTEHIhUR LAJ JET. 

Le fluide ^tant suppose incompiessible e-t  irrotat i onnel, on salt que la fonc- 

tion de courant x ( * »vO v^r^ie liquation aux d^rlv^es partielles : 

Elle est constants et suppos^e nulle le lonq du bord InfiSrieur du canal et le lonq 

du volet; eile est 4g;jlenv-int conütante et suppos^e «'•q.ile ^ 100 le lonq du bord 

mm 



P»f th« t«»k und^rt««-«« h*r» ■• ft o«jr««lv»i  «»• rellowln? »•«#»*! 11 on«  • 

JL    InflnlU b • V    *llIlM»t*r« 
2 

Th» v^lcclty ÜJ of th« fluid «t Infinity downttr*** of tho jot »•• takon •«. | 

• nd HH volorJty lr»ldo tho channol «t Infinity upotroo» of tho od«)« 41 U^,?*^ 

Tho   longth.    Ct   ll   tfor. dotorirod ty  U« voloclty corditlon»   t' .5  chn*»n. 

I)     FREI   BiJÜf.DARY  C)f   Tl^L JLT. 

In the  pr^coding  th—Mtictl   study  tM«  W-J%  rtpreBented  In  parametric   forrri 

«8   foil ows   ^) : 

X- « 

I. ua 

I.e., insertinf) the numerical values chosen t 

X r '' 1 wo,aco»ö 
a. 

r *. 3.8t97   A« Ij Jup. M«s 1., i^| 

And qivlny    ^     ■   series  of values   lylncj between 0°  and  rHyf  ve plotted  the 

boundary   lire  of  the  Jet  by  points. 

Table   I  shows  the corputntion1.  required and Ficure  I  the plot of  i,hls  line 

cf   the  Jet. 

2)   NUMi.F<ICAL CAi.qiUJü 0?   THi.  JTRF.AN'  ri"lCTia;   lUulll    TML  JET. 

lilnce  the   fluid  is  assumed  to he   incompr^sible  and   irrotaticnal,  we know that 

tha  str«-.'jrr,  function ^J   ^ X ,U^ s i ti sf ies   the  partial  differential  equation   j 

It   is  con'.tant  and assumed  to be  z»»rc.   alofx;   l\ n   lower   lip of  the  channel   and 

alonci   V 0   flap;   it   is  also constant   nnl assuried  to be   100 alonci  the upper   lip 



tup^rlvur <fe c«n«l  prolong^ par  1«  lign« <f J«t. 
Pwjr ^tmr^inmr e«tt«  fenction     V        «out •*«*.•   .^, n ,../   ;• «^thed« d«« dlf- 

f^r«nc«s  ftni«t. 

Four e«la nous avon« couvart la domatna fljida ra^pll p*r la jat au «cyan d'un 

r^saiu it  naillaa carr^aa dtffinlat par lai droltaa 

3C=    t\*1 j 
( X,/«  :   1,2,3 ) 

y.-v-' '.:/.' ////////.'///A ■4   I    I 
-i;—^L— 

1 

\ 

-X 
v. 

\ 

-4- 

\ 

\ 

.1 

Liquation aux deriv4as  partielles ast ramplactfa par  liquation aux differences 

finies,  qua nous avons Itablla plus haut  (aquation 6) 

(*) 4 Yu. Yi.«i * ^-sk + Yi.#*' + ^.i-' 

"T 

^ 
*? 

T-r 1—^ 

np 



of th9 eh«nn«I ahleh 1» «'tvrwtod by tt* linm of  tr* J«t. 

To  'i#-».r- •'#.  >>l9   function     Y        ,  wv «rptl*^ th« mattoö of  finlU  3lff«- 

r*nc»s. 

To do tMt MW  tr«c»d • grid ovtr  tho  fluid ciom*jr   fiJJod by  th« Jot,   Its  squares 

h«lr.q   forn^d by   th«  strwlqht  linos   i 

3C.     l^.l"" 

(V : |.2.3 ) 

I1 XT 

'y///////////////////- 

n 
\ 

\ \ 

\ "V 
\ 
i,—jt 

\ 
\ \ 

.-I I 
/ / 

Tho partial differential equation is replaced by the equation containing finite 

dSff^rences which we established above (Equation (6) : 

(6) 4 Y^ - Yi,,(j 4  T4.Si 4 T; ^  4 Yt^..t 

^i*^ 4* 

*,-« .1 ■.* "\\ 

v^H 



•». 

Oar* un r.r»«i«r ealcul,  pour  l*qu«l noun «out  »o«««* cönUnUl d'u«» 

xiMtion ••••« qrottUr«,  noui «von» r^npUci  1«  fro«tl*r« conttltui« p«i   !•  H- 

gn« d* J»t par un contoui  fomrf d« brln» du r4»««u «t d« dl«gon«lM ••4c«rt«nt 

1« moln« pottibl« d« la U^n« d« J»t, »t nous «vont «ttrlbu* 4 1« fonctlon  Y 

•n chaqu« lorrrwt d«s valaur» approchfe* d<t«r»ln4«» par Intarpolatlon graphiqua. 

Par axamplt,   las point»   O^.M.M.S.H       <tant caux Indlqurfa tur la  flgura 2 

on a  pris   t 

%- 

%- 

Ü.« 100 
on 

HH 

Pour r^joudre la sytttna constitu^ par laa Equation* (6) nous avons utilisl U 

rmJthoda da ralaxation^). 

Soit ty -¥^1 ^i.i^i^ ^Yi.t-i " ^ Yi.-t    ^ *•** r*latlf 

an point -t,^ , at forrn^ 4 partlr da valaurs arbltrslras das Yt i • 

La m^thoda da relaxation conslsta I corrigar las valaurs das  tjT. •  par 

retouches successivas da fagon k diminuar las rlsidus. 

II ast Evident que si on fait una relaxation d^ en un point, le rtfsidu 

en ce point cst diminul da ^ o 4^  •* las residua aux points voisins sont aug- 

ment's da •▼. 

Nous avons 4crit las valaurs da la fonctlon at las corrections apport'es k 

chacune d'elles 4 gauche des dlff4rents noeuds du rtfseau, les r'sidus i dr&ite. 

Cheque fois que nous avons rencontrtf un rtfsidu entour' lul-mlme de r^sldus 

de mine slgne nous avons us' trta largaoiant du proc'd' da "sur-relsxation" i 

Ce proc4d4 conslsta it antlciper la suite du ealcul, en majorant trfe* largemont 

la correction que 1'on est tent' de faire en certains noeuds en vue d'annuler le 

r'sidu. On obtient a lore un r'sidu important de slgne oppos' qui sera r'duit 

ult'rieuretnent lorsqu'on pratiquera Id relaxation aux noeuds voisins. 

Les valeurs initlaleÄ ont iti  diterrrln^es par interpolation HnaaiTe le long 

de droites perpendicuialres au bord inf'rieur du canal at au volet» 

En cours de ealcul nous avons multiple par 10 las valeurs de la fonctlon Y 

pour ameliorer la pr'ciaion da la m'thode. 

On salt en effet que la fonction "f  n'est d^finle qxx'h  un facteur multipli- 

catlf pr^s; son amplification par le facteur 10 sulvi d'une nouvelle relaxation 

perrr.et d'obtenir un chiffra slgnlficatif de plus dans la solution» 

Signalons que lors du passage d'un tableau au tableau sulvant nous avons 

recalcul4 dlrectement tous les r'sidus afln de d^celer les erraurs qu'il set 

■ 



I 

7. 

^or •  rir»t eaiculatlMi,   In mhlch m «*t*fft*S wlvt »It* • v*fy  r«i^ 

arproilMtion,  «v r*pUc«d tf boundary forwwd by th«  Iln« of  t^ j«t  by • con- 

tour cons«»ttnq of «l**»«  o' grid  tqucros »nd di«qon«It  lying ■• clot«  •»  potsl- 

blt  to  tho boundary  Una of  tha  Jatf   and m  attrlbutad  to  tha y    function  at 

aach vartax  apr>ro»imata  valuei detarrlnad by graphical   Interpolation.    For  ins- 

tance,   th«?  point«   0 tA ,M,H ,B,n   balnq  ttoaa  ahown on Figura 2,  ••«  took   t 

**     OM 

To solva the system constituted by aquations (6), wa used the rr^thod of rela- 

xation^. 

TaUm H    V   • ♦ Y   • ♦ Y •  4 Y .  -4^ .      as the resj- 

due  relative to the point i, ,v  , found on the basis of arbitrary valuea 

of Y. 
The method of relaxation consists in correcting the values of tne I — 

by successive stages in which tre residues are diminished. 

It is obvious that if we make a relaxation oon^ction O^ at one point, the 

residue at that point decreases by  *4 5 ^   and the r*5^«8 at the neighbo- 

ring points increase by «5 7 . 

The values of the function and their corrections have been written on the 

left of the various points of intersection of the grid lines, and the residues 

on the rioht. 

Each time that we found a residue surrounded by residues of the same sign, 

we made free use of the procedurf- known as "over-relaxation".  This procedure 

consists in anticipating what is to follov; in a calculation, and makinc; a very 

libernl increase in the corrwction which appears desirable at certain points, 

in order to reduce tht residue to zero.  In this way we obtain a large residue 

with the opposite sion, which is reduced lat'-r when we apply relaxation to the 

neighboring points. 

The Initial values were deternined by linear interpolation along streicht 

lines perpendicular to the lower lip of the channel and to the flap. 

In the course of our conputaticns we multiplied the values of the ^ func- 

tion hy 10 in order to increase the precision of the method. 

We know thfit, actu.illy, the Y  function is only defined to within a multi- 

plicitlve factor; its muitlpliCition by the factor  10, followed by another 

rel^xat i rr.( qivs-s ys one mora significant fir.ur» In the Solution, 



«Talllvvrt Inuti.» d« corner. II Mifflt dUtabilr un nouv««u i4rU«u •*  utl- 

lUant g— valour» lnttt«l«t !•• v«l*ur« «In»! ot>t«nu«t. 

U» r¥tult«ti »ucc«fttif> tont c«i.x 09%  7«bU«ux "if" «t "J" «t I« /«blvau "4* 

'ournlt 1« r^sultat final. 

Nous avons alors tr*c6  las 1ignat de courant  x » K pour 3 valours parti- 

culiÄras da la constanta  K  25  , SO tJS    . Gas lignes tont callas da la 

Figura 3, 

3)  VERIFICATION. 

Nous avons alors calculi deux pointt da la ligne i ~ SO au mo/en das forniu- 

les th^oriques (£). 

Le Tableau "5" permat da suivra la march« de ces operations. 

Les fnmules utilities ont 4t4   t 

-I 

>  + o    . 21    s a^K 

e,*. 
^ 

Z =.i. 2» U UilJ + v. Ln lal iv<'' + v-:' Ln bLLei 
tr]       TTtfT '♦S'-iV •♦f'*<1 

P/^.l^- P,e^JL^_        P,.1-.!^ 

+ iA v-. 

x =6 
TT 

.8 [imK^ltt ! i^t < 
zn TT 

'^l    "IMlMP^-r 



It  mmr tm notmö  tk »t   •"•'   pataing   fro»  on*  ttlp  to  tho noit  ao  roc«lowl«to4 

• li  th« r«»iOuo* dlroctly.   In ordor  to find any «rror»,  oMeh,   Inridontai ly.   It 

1« unnocossary  to corract.     It  U  aüffUlont     o dra« up th*  no« taoia uaing at 

Initial valuoa  ti.ota  Just obtalnad. 

Tha toccoitiva roaultt obtalnod ara «hctvn  In Tablaa 2 • vj 3f  and Tabla 4 

glva»   tha  final   rasult». 

W* than plottad  tha »traani Itnot    j a K for thraa particular valuoi of tha 

constant   K   .25,50,7$   •  Thosa  linos ara thoao shown In Flgura 3. 

3)    VERIFICATIOW. 

Wo  thon calculatad two points of tha  Una    ^jf a SO  by maans of thaoretlcal 

formulaa^. 

Tha»« oparations can ba followad on Tabla *>. 

The  formulaa used ware tha  following  i 

'(a« ♦ t»N«(2^ t»- ••) 

cot fir 

5 » p («Ol* ♦*  tin©') 

4ie      •■TTT 
I   - * »■ —— 

1^< 
2 2*< 

TT        4      Tr tr M 



U» rtftulUU »ont tt definitiv« !•• •ulv«ntt   i 

I  II 
1,3735 I.062S 

MS53 l.i«0o3 

o,223 o.so/ 

1,^14 1,2*7 

La Figurt 3 ptnnet d'avoir una  id<5a prrfclaa da  I'approxlmation. 

4)     REMARQUES DIVERSES. 

U$ rtsultats obtanus  par la method» nunrfriqga sont done  trh» aatisfalsanta 

dans la partla nrfdJ.ana du Jat.    II ast k privolr capandant qu'll n'an taralt pa» 

da mSme au volslnaga ltir»<dlat da  l'arlt* d'articulation du volat par suita da  1' 

erraur syst^matlqua due h  la method* das dlff^rancas  flnias.     Pour am^liorar  la 

precision dans catta region on paut «ongar i  sarrar las mail las d.. rlsaau da ma- 

ni^ra h se rapprochar da  la distribution continue  th«eriqua. 

II nous a paru interessant d«experimenter ce proc4d< sur un axernple d'^cou- 

iMMIt pour  lequel  la connaissanca pr^ciae de  la  fonction   <f  en un point quelcon- 

que du  fluide,  s'obtlent par des calcul» eUmentairea. 

Nous avons choial  la probUme de lUcoulement d«un fluide autour d'un angle 

constitu< par das paroia  iimitant  la region occup<e par la  fluide. 

On salt que  le potentiel complexe est d^fini  par  U  formule i 

fit» • Af* 
SI   1'angle vaut 22^    hz  %   at   |*     .   - Ax^ 

D'oii  l'expression de  la  fonction de courant  I 

r(f.t).Afl«*.|e 
Nous nous sonwies donnas arbitrairement A n 100 «t nous avon'. construit avac soln la 

ligne de courant YaAOO . Le Tableau "6" donne la succession des calcula et 

la Figura 4 e«Tact«Sriie la ligne de courant ainsl calcuUe. 

Au point de vue de la rachercha math4matiqu* des fonctlons da courant, le 

probUme gui fait 1'objet da nos preoccupations ne dlff^re p* sensiblement de 

celui du calcul de la fonction Y da^ »• Hfl«, ll«|tf« JM,r la paroi et la ligne 



.">•  rtn«l r*«uit* «r« ••  fouom  i 

From Fiqurt  3 on» can    gain a claar Idea of tha dagroa of approximation. 

4)     REMARKS. 

The result» obtained by the numarical method are thus very satiifaetory in 

the meridian portion of the Jet. However, they are likejiy to be less so in the 

immediate neighborhood of the edge of the flap, owing to the systematic error 

arising out of the method of finite differences. To increase the accuracy In 

this region, one may reduce the size of the grid squares so as to approach 

closer to theoretical continuous distribution. 

We thought it would be of interest to try out this procedure on a flow in 

which the ^ function at any point In the fluid can be accurately deterrrined 

by elementary calculus. 

We chose the problem of a fluid flowing round an angle formed by walls 

bounding the region occupied by the fluid. 

We know that the complex potential Is defined by the formula : 

. f w - y . If the angle  is of 225°,   |k « il »nd «('fc) s A^ » 

from which we have the expression for the stream function  i 

f(f.»)'Af>*.|» 
We took an arbitrary value Am  100 and carefully plotted the stream line 

y.^OO . T;ible 6 shows the computations made and Figure 4 shows the stream 

line as calcuiated in this way. 

^rom the point of view of finding the stream functions mathematically, the 

problem with which we are occupied does not differ much from that of calcula- 

tlna the "V^T function In the reqlon bcunded by the wall and the stream line 



fO. 

4» eourant qu« nw  ■von» <|4t*n»intf«. En •ff»t, !• »oaMt J« I'^nol« pr4»«nt« 

lei U mimm tlnqul»rit4  d« vl t«»«« QU* I'srlt« d'art Iculat Ion du voUt d* notr« 

problem» J^cou I»r«r,t. 

Dan» un« pivml^t« ^t«p» noui avon» «ppliqu^ la method« d«» dlff^r*nc*fl flnlcs 

•n pranant un rtftaau assti lieh« dort 1« largour des mail los ast I'jnlti choinim. 

En vua d'am^liorar las calcul* da la fonction ^ au volslnaga da la llgna 

da courant (1'IntarpoJatlon Unfair* qua nous avons falta dans las calculs pxtr4~ 

dents na constitue, en effet, qu'une tr^s grossi^re approximation), nous avons 

utilise la remarque suivante t 

- Supposors que la llgne de courant ^ s AOO coupe en "P un brin MN du T4- 

seau, conform^ment & la figure ci-dessous t 

N 

f±  

Nous connaissons le rapport : 

MN 
et   la valeur de  la  fonction de courant au  point   ~P   [   js 40uj 

Ecrlvons que,  pour  le petit  Intervalle  MP      ,   I*  fonction   Vil    peut Itre appro- 

chee  par une  fonction  Unfaire,   nous obtenons   i 

d' ou   : 

En portant dans la relation i 

%-t 

II vient : 

^♦^♦^s-U'^fi + ^o 
-ft 

Cottü 4grillt4 renplic« la relation habituelle dar-.s le calcul du rosldu au point M 

et eile founlt un louveau coefficient de relaxation en ca pt^int 

(-¥•) 
• 



10. 

•Mr'  •• '.«v« «•urvlrwd.    TH« v«rt«> of th« «nQl« •ctuAlly pr«««fttt th« 

v.iocitv characUrlttlc •• thm »dg« of th« flap of 9wr  fio« ».rotol»«. 

Ir. th«  first «t«?« M appllAd th« mthod of ff-tlt« dlffrr»nc*«,  taking 

•  fairly opar grid In which tha width of a aquara wna  tha unit choaan. 

In ordar to obtain a aora accurata calculation of tha   ^f    function In 

tha nolghborhood of tha atraaai lira,   (tha  llnaar Intarpolatlon which wa nada 

usa of in tha pracadlng calculations rapraaanting only a vary rough approxima 

tion), w« mada u»a of tha  following argumant  t 

-    Ma aasunw that tha straam Una   Uj« kQO   intarsacta  tha tida    MH  of a 

grid tguara at a point    P   ,  aa  in tha flgura balow : 

H 

Ma know tha ralation : 
KP 
MH 

and tha valua of tha straam function at tha point ^ ( y« 400 ) 

Mriting that, for the srull distance  NIP , the ^kf     function can be appro- 

ximated to a linear function, we obtain : 

from which t 

Introducing this into the relation t 

we obtain t ^ 

1 
^ 

This equation replices the usual relation used In the calculua of residues at 

a point ^nd It provides a new coefficient of relaxation at that point. 

(^ 



II. 

On   i  d«  miit* d«ua  «utr** ft am  ligurm pottibl«*   t 

r K 
(.«.A, 

Jl«s rölst'ons corrtspondarrtes sont las  tulvant««  t 

*, *. 

t.,^,-(f *-i^*-^)t. *J,fi*-ifä-a 

Nou« »vons alors rampl^c^ la llgn« d« courant par un contour forn^ de bring du 

r^seau enti^remer.t «xttfricur h  la region dans laquell« nous nous propo-ons d« 

calcular la fonctlon ^P  at nous avons classtf las points Interieurs an daux 

categories t 

a) Las points " ordinaires " pour lasquels i 

b) Les points " singuliers " caract^ris^s par 1'une das relations Stabiles 

pr4c4dernment. (II est clair qu'il en existe un, et un seal, sur chaque 

verticale du r^seau t la point d'ordonntfe maximum). 

Ces points sont repartis comma 11 est indiqu^ sur la Figure 5« 

Les calculs de relaxation font l'objet des Tableaux "7", "S", n9n,  "10". 

(Les valeura initiales de ia fonction ^     ont 4t4  construites par interpolation 

lineaire, comme dans la premier problem«. En cours de calcul, nous avons ^gale- 

ment rmjltipll^ par 10 les valeurs de ^  pour avoir un Chiffre slgnificatif de 

plus dans les r^sultats). 

Dans une deuxi^me ^tape de calcul nous nous somes proposes de resserrer 

les mal lies du r^soau primitlf. La ni4thode la plus simple conslste h divlser 

par 2 la larqeur d'jne maille. 



II. 

lh*r* «r« «It« two ethmr poftblm €••••,  «r»«^ !♦» t*« figurm» i 

The corresponding equations  are  l 

ft» %*% - (4»-,^i:)+, t-^.o 

We then replaced the stream line by a contour formed by sides of grid squares 

entirely outside the region in which «ve Intended to calculate the Vp function, 

and we classified the points inside in two categories t 

a) the "ordinary" points, for which : 

b)  the "extraneous" points, defined by one of the relations established 

above, (it is clear that there is one only on each vertical line of 

the grid i the highest ordinate point). 

These points ^re distributed as shown in Figure 5, 

The relaxation calculations are set out Ir. Tables 7, 8, 9, 10.  (The ini- 

tial values of the Mr function were established by linear interpolation, as in 

the first proulem.  In the course of the calculations, we again multipHed the 

values of ^ by 10 to obtain one more significant figure in the results). 

In a second stage of computation, we 'Jeclded to use a grid with smaller 

square». The simplest method consists in dividing the lenqth of the side of 

one squaro by 2. 



■* 

u. 

I 
Les noeud» de la nouv«ll« grill« sont alors, soit los no«udst solt lea ctn- 

tr«s de chaqu« maiiie, solt les milieux des brlns du rtfseau initial. 

Nous avons gard^ les valeurs de la fonction ^   aux noeuda de l'ancien r^seau, 

Au centre d'une maill», par exemple au point 5 de la figure, nous avons 

V. 

Nous avons calcul4 ensuite t 

Vs 
et le reste de la division nous a fourni le rdsidu en ce point; nous avons con- 

tinue les calculi pour ^^ , 4^  etc... 

Nous avons enfin d4termin< les r^sidus aux points 5 6    «t aux 

noeuds de l'ancien r4seau 1,2,  Cecl nous »  conduit aux r4aultats du 

fableau "11". 

Par Iconomie de temps, nous nous sornmes llmltds h   la  region volsine du sonv- 

met de l'angle, region pour laquelle le calcul pr^c^dent a fait apparaltre Jas 

r^sidus importants. (ce qui correspond au fait que nous n'avons qu'une approxima- 

tion assez mediocre de la fonction W dans c^tte iftne). 

Une nouvelle relaxation nous a pernis de r4dulre ces r^sldus corm». dans la 

pretal&re partle. C'est ce que manifestent tr^s ntttMtflt les chlffres du Tableau 

"12". 

I 

• 

• 



Les no«uds dt la nouveile grill« tont alors, soil les no«udsf solt Its c«n- 

trts de chaque maill«, soit laa militux dts bring du r^stau initial. 

Nous avons gard^ l«r valtur» d« 1» fonctlon ^   aux notud« de 1'ancien r^seau. 

Au centre d'une mal He, per exemple au point S d« la figure, nous avon* 

chol,l:        y^iuyvti 
Nous avons calculi ensuite t 

9 H 
et le reate de la division nous a fourni le r^sidu en ce point; nous avons con- 

tinue les calculs pour ^|0 , ^j^      etc... 

Nous üvons enfin d^temin^ les r^sldus aux points S-S         et 9ux 

noeuds de l'anclen r^seau 1,2 ,   Ceci nous a conduit aux r^sultats du 

Tableau "11*. 

Par 4conomie de temps, nous nous sommes limit«** h   la region voisine du sonv- 

met de l'angle, region pour laquelle le calcul prec4dent a fait apparaltre des 

r«*sidu9 importants. (ce qu; correspond au fait que nous n'avons qu'ane approxima- 

tion asser m^diccre de la fonction W dans cette zone). 

Une nouveile relaxation n us a pernls de r^dulre ces residua conme dans la 

premiere partie.  C'est ce que manlfestent tr^s nettement les chiffres du Tableau 

"12". 



fcn co-por«nt   l«t H«ult4tt ot>C*nu«  *   ju«! fu«t v«l»ur« e«leul4«t «u moyn 

i»   1%   fomul«   i 

on obssrv» un# »melioration  tr^s sensible d« 1« prlfltlM iui Justtfl» pl«in«- 

m«nt l'int^rlt du proc<5drf. 

L«s chiffres figurant aux noeuds du FtblMU MI^H sont.d» haut en bast c»ux 

de la prerni^re relaxation, ceux de la relaxation I maille en nornore double, et 

les chiffres du calcul th^orique. 

o 

o o 

Que devons-nous conclure, sinon que le probi"™» de la d^ternination des 

llgnes Je courant h   I'int^rieur d'un jet semble facile ä r4soudre nuTi^riquenent 

lorsqu'cn connalt avec precision les limites du Jet. 

Les calculs ont n^cesslt4 l'emploi de deux cslcul^teurs. Les interpolations 

prell-ninaires et les calculs de r^sidus ont 4t6  r^-Jlis^s avec une machine fc cal- 

culer de bureau; la w^thode de relaxation proprement dite a "t4  appllqu<5e > la 

main.  Slgnalons que cette technique de calcul exige un certain doigt4 et il faut 

la patience de sublr un bon entralneTient avant de l'utiliser avec fruit* 

Un tableau de relaxation demande une quinzaine d'neures de travail dans les 

conditions pr4cedemment indiqu4es. 

Nous avons envisage de reprendre l'ensemble des calculs et de les completer 

par une m^thode d'lt^ration qui semble mieux adapt4e que la relaxation aux 

techniques du calcul ^lectronique. 

Cette method« est la suivante t apr^s avoir dispose une repartition arbi- 

traire aussi vraisemblable que possible des ^      « on remplace I chaque noeud 

la v-ileur de la fonctlon ^ qui y figure par la moyenne arithmf'tique des M-* de 

4 noeuds voisins icompte tenu des relations nndifipes au voi^innqe de li liqn» 

de jet). 

On repute un certain nonbre de fols Pop^ration. 

Ces approximation«-, sont convetgentes, nous I'avons constate sur d'-iutres 

exemples,  Mais la convergence est ptrfoil tr^s lente et d.ane. If: sas du probl^me 

qui nous occupe la m^tnode n'est exploitable qu'ave; I'alde d'une calculatrlce 

4lectronlque. 

Renarquons enfin qua la m<r'thoie peut s'^t^ndre au cai d'jn 4coulement de 

r4v-iution. liquation A^rO #t«nt rwnpiMlt pir I ^Y"— ^^ - 0 

~— ■ ■ mm£t&toi* * 



I" 

« 

Comparing -h» MMltt ot>*4inii mith  certain v«lu*t flcuUtwl  oy m»n$ 

of  th« for^ul« i 4 

iv« ^ot» a v«ry ^«finit« improvement in pr»cl«iont which fully )u»tlfi»> th« 

use of this procedure. 

Tnp flrruros srown *t  th» Intersections of the grid in Table IJ ire, star- 

ting froTi the top : the results of the first relaxation, those of the relaxa- 

tion for four times the nwmbor of squ-nres, and the theoretically calculated 

f ir.-ures. 

o 

Anat ^ay we conclude, \f  not   that the problem of determining} the stream 

lines In the interior of a jet appears e-jsy to solve numerically if we know the 

exact .boundaries of the jet. 

Two conputero were required in order to carry out the calculations.  The 

prel iTiinary interpolations and the calculus of residues were carried out with 

the aid of a calculating machine; the actual ■nethod of relaxation was applied 

by hand. It should be mentioned that this conputing technique demands a certain 

feeility and one must hav*j the patience to undergo a period of training before 

one can achieve useful results. 

Tn the conditions indicated above, a relaxation table requires abcut fif- 

teen hours work, 

fie  intend to go over all the calculations once more and corolete them by 

a method of iteration which would appear better adapted, that relaxation, to 

the techniques of electronic calculus. 

This method is as follows :  after making an arbitrary distribution of the 

most likely values of ^  , we replace the value of the ^Y      function fiquring 

at »ach intersection of the grid by the arithmetic mean of the M^  values at 

th»! foui neighbuflftg intersectionB vtaking into account cne modified relations 

in the neighborhood of the jet contour). 

The operation is repeated a certain numb-jr of times. 

As we h»ve noted in otner examples, these approximations converge.  Hut the 

convergence is sometimes very slow and in the case of the problem with which 

we iifi  deaiinn the method is only feasible with the aid of an electronic calcu- 

lator. 

Let us finally note that the wt^.od can be extended to the eise of m 

•xlally iyanetric  fiow,  thi ■quatlen AH^*0tolng Mpl«e«d by  j AH'-l ^-1*0 

■ 
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L'Aquatlon »UM dirr«r»no«t flrl«i corr»«pond«n«,» t'lvrif*      ^««llur. (t)  j 

Y, («-J-;* t, »t, (wJL)f t, -'l f-o 

Nous orltnton« «ctuvllMHint not rochorchot v»r» la drftonilnotlon do 1« 

Had to du Jot dons lo coo do I'^coul^mont do Hvolutlon. 

BIBLIOGRAPHIE, 

(7)  H, LAMB,  Hydrodynamics - Dowor Publication, N.Y. 1945, Pago 119, 

2)  R.T, JONES,  Theorptical determination of the minimurn dr»g for air- 

foils at supersonic speeds - Journal of Aeronautical 

Science 1992, pages 813 to 822. 

(3)  " a "  est d^termin^ par liquation 61, 5 XIII de la th^orio pr4c4dento« 

La representation param^trique de la trajectoire limits du jet so cal- 

C'jle par les Equations 59 et 61 du ^ XIII. 

@  O.R. HARf^EE, FRS.  Numerical Analysis (Oxford, Clarendon Press, 1952) 

LEGRAS, Technicue de resolution des Equations aux d4riv4os partiolloi 

(Dunod, Paris). 

s-j.      D'apr^s les formules 48, 51, 52, 53 § XII st application dos formulo» 
^) 

du § XIII de la theorie pr4c4dente. 



14. 

Th» eorr««pondlr^ •quatlon containing   finlt« dlff»r»nc«t «111  b« wrltt«« 

(Equation 5)  I 

At prosont *• «ro dUroctlng our raaoirch toward« tha datarwination of th« 

fraa Jat boundary in tn« csaa of an axlally aywnetrlc   flow. 

BIBLIOGRAPHY. 

(D  H. LAJiC, Hydrodynamics - Dowar Publication, N.Y. 1945, Paga 119. 

@S      H.l,  JONkS,  Theoretical daterniin-jtion of tha minlnfum drag for air- 

foils at supersonic speeds - Journal of Aeronautical 

Science I9S2, pages 6X9 to 822. 

(X\      " « "  is determined by equation 61, § XIII of the preceding mathema- 

tical theory.  The parametric representation of the jet boundary la 

calculated by means of equations 59 ^nd 61 of § XIII. 

^  O.R. HARTREE, FRS,  Numerical Analysis (Oxford, Clarendon Press, 1952) 

LEGRAS,  Technique de resolution des Equations aux d^rlv^es partielles 

([Xinod, Paris). 

V^ 

Äv      According to the  formulae 48,  M,  52,  53 of § XII  and by application of 

tne  tormuiae of  •* Xlil of  the preceuinu nitAiAitifill  theory. 
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»Oil Of U VMOSITI 

0»n%  1« th^orl« )Mch4<Mtlqu« pticifnf  nous avons toujourt ■uppot^ 1« 

fluid« non vlsqtMUS. U con«4qu«n^« imniditf  d« c«tt* hypoth^i« ttt quo 1« J«t 

formait un domain« rlgourauaonant atfpaW du fluid« dans laquol 11 dtfboucheit at 

tans influane« aucun« aur calui-cl. Catt« thiorl« n« p«ut done nou» donnar qu* 

una id^« asa«z precis« d« lUcoulamant ^»na la J«t» 

Pour rar>dra conpta d« J'Effat COANOA d'un« fagon pljs proch« da la r4allU( 

11 faut done analyaar 1« röl« d« la vlseotiti. Ca rÄla aara doubla i 

1°. - La viscosity va aglr dana 1« Jat an y errant u.ia coucha limita. 

La vltaasa au voitinag« immldlat da la paroi aara nulla at augnantara trh* 

rapidamant dana una saction du Jat. Catt« couch« limit« laminalra davlan- 

dra trks rapidamant turbulant«, ca qui aura pour eons4qu«nc« d'hoatog^ntfltar 

la repartition da vitaaaa dana un« »action du jat. Er, mlma tamp», la mou- 

vamant sara frain^ at notanmant an suparaoniqu« on ropassara trht  rapid«- 

ment du r^gima tuparsoniqu« 1« long d« la pramifer« facatta %  un rlgima 

subsoniqua la long das facattaa »uivantas* 

2. - La viscosity va agtr ä la surfaca libra du j«t d'un« fagon partleuli^ra^ant 

intons« «t eUst It  I'int^rlt fondamantal d« l'Effat COANDA. 

On salt qua dana un Jat dtaouehant par un orlfica an minca paroi las li- 

gn«s d« courant sont parallMas, I'^coulvmant ast trhn  rapidamant uniformo 

at la viscosity intarviont p«u h  l'lnt^riaur du Jat, mal» la surfaca libra 

du Jat constltu« un« surfaca da discontinuity das vitassas at 1« mouvement 

y daviant inumfdiatamant tourbillonnaira. 

La fluida ambiant ast alora aspir4 dans la Jat qui sa gonfla r^gull^ra- 

mant« La viscoaittf donn« done dans ca ess naissanea \  un mouvament »a- 

eondair« i l'aapiration du fluida ambiant h  la surface libre du Jat cr^a 

une dlpraasion attirant la fluida autour du Jat salon le schema suivant t 

lil^ 

mmmwrnmna 



<F VISCOSITY 

Zn vm pKWttng MUMMUM! Un.wy ■§ cl«^r» •••uwü w««t u* fluid **• 
ncn vlicou». Itm  UMdf*t« eamt^niMH of thl« hyputh««lt was that tha Jat for- 

aad a domln  rivarautly aaparaU fraa tha fluid into «hieh it awr^ad, and ha- 

ying no infiuanaa «tiataaavar an thla fluid. Hanca this thaory can only giva u« 

a fairly elaar idaa of tha flaw pattam in tha jat itaalf. 

To daacriba tha OQANDA Effaat in a aannar which corraapondt ikora axactly 

to raality, wa wat tharafara analyaa tha part playad by viacoaity. Tha latter 

playa a doubla rola i 

I*. - Tha affact of viicoaity within tha jat it to eraata a boundary layar. Tha 

valoeity naxt to tha wall ia saro and incraaaaa vary rapidly in a crosa- 

aactlon of tha jat. Thit laminar boundary layar vary rapidly baconaa tur- 

bulant, tha raault of which la to hoa»ganiza tha diatribution of valoei- 

tiaa in a eroaa-aaction of tha jat. At tha aama tlma, tha flow ia alawad 

down and, aapaeially in tha auparaonie ragiaw, thara ia a rapid drop from 

auparsonie flew along tha firat facat to aubaonic flow along tha following 

facata. 

- At tha fraa aurfaea of tha jat, viacoaity haa a particularly strong affact 

and thia ia whara tha fundamantal importanca of tha COANDA Effact comes in. 

Na know that in a jat anarging from a thin-wall orlfica tha stream linaa 

ara parallel, tha flow vary rapidly baconaa uniform and viacoaity hafe 

littla affact inside tha jat, but tha fraa surface of the jat conatitutas 

a surface of discontinuity of velocities and turbulence is Immediately 

aat up thara. 

Tha surrounding fluid ia than induced into tha jet which shows a regular 

expansion* In this eaaa therefore, viscosity gives rise to a secondary 

flow i the Induction of surrounding fluid at tha free surface of the jet 

producea a dapraaaion whioh attraeta the fluid surrounding the jet, in 

tha manner shown in tha following diagram i 

2« 

lll^V--^ 
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Dmnt  U eat du j»t  (Wbo>.cr«nt d*u«w  r*n\9  tulvl« d'un   *   pJualvvn voUtt, 

on v« n«tur*llMMnt r«trouv#r  i«  «im» •tfmi dv W^—H »♦vcnd«lr«# «al» cont!- 

d^raol^trwnt  acconturf pare« qu«   I 

- I'tfcoulMwnt n'Mt plut unlfom» d«n« 1* J«t,  1« gradlant da prattlon ^UW 

v« crtfar un« turbulanc« baaucoup plua forta I la «orfaea. 

- pour un min» dibit maasa qua dana un jat par oriftea an mine» paroi   la turfaca 

du jat ast baaucoup plut grand« parca qua la jat aft baaucoup plut 41*14. 

La mouvamant g^ntfral ta fara done talon la aehlm« tuivant i 

^VNSSNW 

TOTO^n? 

C'att bian ca qua I'on vlrlfie tur la photographia da la torcha pr^tent^a 

au d^but da ca rapport» 

a 

Sur la plan phytiqua, lat caracttfrittlquat attantiallat da PEffat COAMDA 

taront done i 

- deviation du jat dana un« diraetion trkt diff<r«nta da la diraction inltlala. 

- mouvamant sacorvjalr« Intanta, e'att h  dlra trantfart da I'lnargie cin^tiqua 

du jat k una granda tfiatsa da fluida tacondalra* 

- la r^tultat da cat daux premltrat eont4quancat 4tant la creation d'un« quan- 

tity d« mouvamant (done d'uns pouat^a) baaucoup plua Importanta qua dar.i la 

eat du jet par orific« an mince paroi* 

Ce sont cat propri^t^a qui vont parmattra las appxications qua nous avont 

«nvlsagtet* 

i*- 

■■11. Uli» * 
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In th* c«M of  a j«t tmmrginq fro« • tlet  fol!•■•<* by on» or ••v«r«J 

f»c«t»,   th« ••«• Mcondary  flow I« obMrvvd,  but ftrongjy aee^ntutt^d twcaua«  I 

- th«  fio» In th9 j«t  It no looo».r unlfom and th» tt—p pr«ssur« gradient 

pro<iucaa auch groator turbulvnc« at th« aurfac«. 

- for th« aam» macs  flow •• In • j«t laauLjg  fror, a  thinwall  orlfic«,   th«  aur- 

fae« of th« Jot la much gr«at«x bocaua« th« J«t la nor« »pr«*^. 

Th« g«n«ral motion will  th«r«for« b« «a ahown In th« following diagram I 

^^ 

Thia la in fact what w« •«• in th« photograph with th« amok«-torch, 

shown at th« b«ginning of this roport. 

« • 

Thus in th« physical plan« th« «aa«ntial charactaristica of th« COANDA 

Eff«t ar« I 

- deviation of th« jot in « direction quit« different from its initial 

dir«ction. 

- vary strong socondary flow, transposing th« kin«tic «nergy of the Jet to 

a lirg« mass of socondary fluid« 

• th« rosult of thas« two first phononwna boing th« cr«ation of a tnomontum 

(and h«nc« of a thrust) much groator than would b« th« cas« with a jet 

through a thin-wall orlfic«. 

These «re the features which will enable us to realize the applications 

we have planned. 



CWSIt^HATIONb bUH LA RtACTION OlRkCTE fcT iA 

COHPARAISOH AVtC LA «ACTIOW CVtokOiJlU A  L'EFFET r»ANW.   . 

Nous avons  pr^d.««.nt »oulignrf cu.  It ph^o**-* phytiqu« MIlHltl  P"" 

m.ttant U vol J'un -plus  lo^rd «H lUlr" r4fld.lt d«n8  1« cr*.tlon Ml ••!« 

du  flutd« ambl.nt d'un. quantity d« mouvment orltntrf« v»rt  1. b« .t dont  U 

valour devait Itm au molns ^gale au poidi da  Pangln. 

Les deux solutions actuellss da c« probUma sont  I 

- !.a<«rodyn. I alia.  ce!la-ci  errant  le  flux da quantity da mouvamant  I 

solt  par translation,  ce qul  con^titua 1'avion claisiqua, 

soit par    rotation  ,    at c'ost  1'^licopter«. 

- la fus^a. 

Cast h  cetta darnlJ-re solution qua dans las llgnas qul snlvant nout al- 

lons nous attachar, an montrant qu'on paut PaiT^liorar par l'Effat COANDA. 

En affet, la fus^e emm^ne avec alle la majeura partla da la massa qul cr<a 

ce flux de quantity d* mouvament, cette masse poss^dant au depart une Energie 

potentielle considerable que 1'on transforme. pendant la dur^a du vol, en Ener- 

gie clndtlque, errant alnsl le flux de quantity de mouvement drfslr*. 

Nous allons montrer que s'll ^tait possible de transmettre InUgralamant 

cette Energie cin^tlque, provoou^e par unp faible masse ayant une grand« Vi- 

tesse, h  une grande masse d»air anirr^e d'une vitesse plus faible, le gain da 

quantity da mouvement, done de suatsntatlon, serait considerable. Or, c'aat 

pr^cifoment ce que pern«t l1Effet COANüA. 

o 

o o 

Appelons i T la force ascensionnelle totale de i*engln. 

M la nasse d'air mlse en mouvement pendant I'unlt* da temps, 

V la vitesse de cet air orient4e vera le baa. 

JY le poids total de l'engln. 

£ la force qui permet l'ascension de l'engln. 

L'4quation fondamentale de la dynamique s'^crlt pour le sysUme I 

MV  •   F .   tt + { 
solt en  appeUnt.  /CL   Paccei^ratiyn de  la  pe**ntm r  at   k    un coefflclant  ayant 

les  dimensions d'une  acc/Urat'on   j >4V • TT M ♦  JS. 1 

-r— 

* «■■ 



OGNSIDCKATIONS ON DIRECT HUCTim  AND ITS OOWftlllSON 

nITH THE RrATTlCN RES».!! TT« FROM TOE OOANOA EFFECT. 

Nt hav* alr««dy •tr«»««d th« fact that tha aaaantlal phyaieal phanwaanon 

that randara pottlbla tha flight of a machlna which la haavlar than air it th« 

craatton in tha »urroundinq fluid of a downward »omantufli whoaa valvia nuat bo at 

laatt aqual to tha waight of tha machlna concamod. 

Tha two solutions of this problam at prasant in uaa ara t 

- wingad aircraft. In which tha wings produca th« noaantun flux, aithor by 

translation as in the classical alrplan«, or by rotation as in tha hallcoptarj 

- rockata. 

In tha following Unas wa «r« going to davota our attantion to th« lattar 

sulution, showinn how it may ba Improvad by tha COANDA Eff«ct. 

Actually the rockat carries up with it the larger part of th« mats which 

produces the momentum flux, this mass having at th« start considerable potential 

narqy which is transformed into kinetic energy during flight, thus creating th« 

desired momentum flux. 

Me are going to show that if it wore possible to transpoae th« fy^ol« of 

this kinetic energy, produced by a small mats having great velocity, to a Urg« 

m««« of air having a smaller velocity, th« gain in momentum flux, and therefor« 

in lift, would be considerable. And it is precisely this which it render«d 

possible by the COANDA Effect. 

a o 

Let us take t T  total lifting power of th« machin«v 

j'«^ mass of air tot in motion in unit tin«, 

y/    downward velocity of this air, 

TT total weight of the machin«, 

f  power required to lift th« machine. 

The fundamental dynamics equation for the system it i 

MV-T-TTtC 
i.e. denoting by CL. the acceleraticn of gravity and m.    t coefficient having 

th« dimensions of an acceleration t   MV • TTl W^l 

- 



»tton» qu«   l'on «it  pu   f«lr» •« tort» qu«   l'^n^rqU  cin^tlqu« d^unr 

p«tit« ■•••• dm «a* TTi,    *urt*r.t  fmi  ur.lU J«  t«.~p«  d'un«  tw-^rt  fisft tur  i* 

•ppar*ll  »olt  transpose« dans ton Integrality *  la mast« d'alx   M  btf^ucoup 

plus contldtfrabla  t  catta hypoth»aa  tUcnt  I 

da (l) at (2) nous dtfduiton*  1 

(MV)1 - M(KVl) . M[TnMt)mV*[ U ^]Z 

•oit  1 

('I 

Da mlrna (I)  fournlt  1 

M I    ^J      trt      r,. kit i       s - 
•oit  t 

• 

M.-H 

i"-ä-r 

(«1 V, StSJ _L 
*    I'♦•1-1 

Contld^rons alort la tactlon fictiva O da passage de la masse unitalre 

d'alr d« danaitl cL 1 On a k chaqua instant t 

M . s .v. ^ s.*       s. ±1 a: 
e'att h  dir« d'aprfrs (3) at (4) 1 

Enfln la d<bit volumlqu« 1 D.SV » M %;    a'^crirp » 

nnn.^i L    ^i   4 

Suppo«ona alort qufil a'agissa tlmplamant d'iquilibrar la pasantaur t 11 sufflt 

dans las Equations (3) (4) (&) at (6) da faira KsO  »t l'on a ausslt6t t 

l^   V 
it 

in 

vn 

«•ta*--    ■ 
■lifciil 11    '- 



2. 

If ■• •••\mm that ■• hav* b—n abU to trantpoM tha antlra klnatlc anargy 

of • «aall aaat af faa fn4 , tmrqinq in unit UM fro« • neztla flaad to tha 

«•ehln*.   to tha «uah gr«**«/  nua«  «f #1? *^    ,   •♦•!« hyp^that!*  Hi ^a «rritta«   f 

(2) MV».^,^ 
Fro« (Z) and (2) wa daduea t 

(MV)5- M (MV1!, M I^I^,'). rr[ I ♦ i I1 

l.a.  i 

(s)    M. lg f [uhl* 
(l) alao glvat ua  i 

Ml      fi      1T*       [TTM1 l        fj 

i.a.  i 7 

tr      .^ 

Lat ua now conaldar tha fictitious aaction -S of paasage of the unit mass 

of air whoat dansity la öl t Wa hava all tha tlma : 

ao that according to (3) and (4) i 

(a)    s. "tiliil'xJL 
Finally, tha flow by voluma t ]>, SV ■ M JL ^il be written ; 

Lat ua aaaume first that wa only wiah to balance tha force of gravity i in 

equationa (3), (4), (s) and (6) we need only make  KwO  and we then have t 



C« qu*   l*on pmut  •iprlntr «In«!   t 

I. •" li M»»« total« M   d» g«x  k nwttr» par ••cond* •« «ouvamnt vn U 

■ bas pour *qulllbr»r un polda TT    , «it I?*!« M c«rr4 da ea poldi, dl- 

" vit^ par la  forca viva du gai prlmalra utilia4.a 

II«      "La vltassa du touffla da gai total, prlmalra at aacondalra,  ast alera 

" proportlonn«!!« h !a fore« vlv« du gai priaalra at Invarsamaru propon- 

■ tionnall« au pold» da  l^ngln", 

III.    "  La  section da passaga da  I'alr  total ait proportionnalla au cuba du 

■ poids da I'angin at Invanamant proportionnalla au earrtf da la forca 

■ viva du gaz  primaira." 

" Le d^bit yslumiqu« d« Pair total ast prnportionnal au earrtf du polda 

■ da I'anqln at inversamant proportionnal h  la forca viva du gaz pri» 

" mal re. 

IV. 

a 
Ö 6 

Remarquons, avant de poursuivra, qua da I'tfgaliti (2) t 

on deduit que si  M » lorn, par axampla. 

, ^1 

Done : Yfo 

La quantity de mouvamant du fluide primaira (done la sustantation) att multl- 

pli^e par VTo at d'une fa^on g^ntfzala par la raeina carr4a du rapport das 

masses totale et prlmaire. 

o 
o e 

Dans las pages qul suivent, pour fixer las idles at pour avoir una baaa 

de coirparalson avec las rtaultats axptfrimantsux, nous avons calculi qualquaa 

tableaux de rlsultats th^orlques* 

Nous avons consider* un gaz parfalt, non vlaquaux, passant d'un 4tat do 

repos (indica I), caract^ris^ par sa prasslon P^ at as temperature absolua T. 

h  un 4tat de mouvemant (indica 0) caractlrisl par sa prasslon F#  qua nous pra- 

nons 4gale h  I Kg./cnC (e'est k dire sanslblament la prasslon stmosphlriqua)• 

C« ^tsssge d« l'^tat de rspss h l(4t«t da mouvamant sa fait d'une ftfon abse- 

lument reversible. Nous con$1d4ron« done une detente isantropiqua* 



3. 

«fiieh can b*  9*pff<i »i   follQ>«* i 

I.   " Th« tot«i IM»* M of g«« whi'rh must b« »•! In wotioft do««iw«rd« In ordtr 

" to b«l<inc« • »»«ight TT . i% «qu«! to th« «qu«r« of th!« weight divided 

" by th« kinetic energy of th« primary gee used." 

||«  " The velocity of the total gas flow, primary »nd secondary, Is then dlrect- 

" ly proportional to th« kinetic energy of the primary ga$ and in Inverse 

■ proportion to the weight of the machine." 

III. ■ "D-e section of pass ige of the total air Is directly proportional to the 

■ cube of the weight of the macnlne md in inverse proportion to the square 

" of the kinetic enerqy of the primary gas," 

IV. ■ The flow by volume of the toUl air is directly proportional to the square 

■ of the weight of the machine and in inverse proportion to the kinetic 

" enerqy of the primary gas," 

o 
o o 

Let us note,  before continuing,   th.it  from equation  (2)   t 

we deduce  that  if       Ma   ^O-m.   t   for example, 

V=x ft 
Hence   | VvÖ 

MV> VTo'-m.ir, 
The momentum of the primary fluid (nence the lift) Is multiplied by VTo and in 

qeneral oy the square root of the ratio of the total and primary masses. 

o 

o  O 

In the following parjen, to give a clear idea and have a basis of comparison 

with o/per.rental results, we hive cilculited some tables of theoretical results* 

We considered i p*>rf«»ct gas, non viscous, passing from a state of rest 

(index I), characterized oy its pressure r^ and its absolute temperature  i. to 

a state of motion (index 0) char-jcterized by its pressure "P, which we take as 

I Kq,/cm2 (i.e. approxim.ite ly atnospherlc pressure). This passage from the state 

of rest to a state of motion Is completely reversible.  We are therefore consi- 

dering an iseMlroplc expansion. 



- Pant Im 1»b\ßVi..mJ£.' ****  «von» ealeuM !•• vit«r««t V, «tt^litM 

par 1« gax •pr-'»» un« tail« d^ttnt« pour dl ff «rant»» vaUurt d« P{ #t  l, . 

Pour cot »Ifflot valours do ^ nou • «von« «UMI olcul* lo rapport X  d«a 

tomp^raturoa finslo« ot Inltlalo«. • 

On salt quo la vltoaao Vt ost tfgal«, d»apria la loi do Salnt-Vtnant, I i 

v..V^F¥^I 
tandls quo i 

1-» i /1)T 3 

Nous avorta prla pour chalour ap^clflquo 4 proasion constant« la valour moytnno 

pour l'air,  aoit i 
Jowu / 

Cp   «   1.0O3 ^'C 

ot pour rapport dos ehalturs specifiquos t 

i  m  \^ 
- Dona || Tabloau "II11. nous avont calcuK la chuta d» tomp^ratur« cor- 

rospondant I eottt d|4tont« pour las n4mos valaurs do ^  et T|  • 

Ayant calculi 
Ta 

ot connalssant       T| t on t  Imro^dlatenent  t 

T..T..T.[I-U 
Lo Tableau nll* so d4dult done du Tableau "I". 

- Pont le Tableau "III11, nou» avons voulu calculor le d^bit masse M de 
l*air alnsl mis en mouvement.    Pour cola,  11  falUit une donntfe «uppUmantalr» 
et nous nou« sonmos  Impose» un flu* d'^nergl« cln^tlque Z.    4qal k  I CV par 
tecende,  solt 7% Kgm./a. pour 1« gas I  l^tat   O. 

De lUgalltl i 

on d*dult inm^diatoment t 

E . i MV.1 

M - 3JL 
Le Tableeu "III" so d4duit 'lonc du Tableau "I*. 



- In Tabl» I.  •• n«v« ealevUi^l th« v«locm«i V#    rtUimt by tn« g«t 

afttr tuch *ri ««ptnalon,  for oifftrant vtluct ef  Pj    #«<i    1,   . for th»t» ttr» 

vsiu»» of R   »w havo alto calculntd tho ntic   T     of th#  final  «nd lflt!#I 

tamparaturat* 

Äa kno** that tha valoclty V     l«t  accordlno to Sslnt-Venant'«    !■»»* : 

wharaa« t 

v..y»c,T,i.A)t] 

?.•(?) r 

For tha spaclflc haat *t  constant pressure wa took the man vtlua for liri 

which i» i 

„ .lowers 
Cp w   \.oo3 

snd ai ratio of specific heats ! 

I. 1.4 
- Ifl Table 1..  we hnve calculited the drop in tftnptratur« corre-spondinq 

to this e^pünalon for the same vilues of P^ 3nd T. . Having ealcuiatad 

T|   and knowing  i-  , we immediately h;ive : 

T, 

Table II can therefore be deduced from Tible I. 

- Ifl Table III, we /.ished to Cilcul^te the Mtl flow J^ nf the ür thus 

»et in motion. Tc do this, we needed in additional datu1 ind we took a kine- 

tic energy flux E egual to I hp oer second, i.e. 7b Kcr./s, for the n-is in 

tha O stota. 

From the enuation : t = 1 Mv2 

2 

we Immedi itely deduce t 

M 
v.2 

Table   III   Is  th»r*.'foT<i  deduced   fro" Tablt   I. 



5. 

- Dana La  r>bl««u"IV. neu* «von« alora calcuU 1« dibit pel -'» P 

r«tpondant au öiolt  aaaa« Nt  . Oh a ividtmmnt  i 

Nous avert« pris <X , aec414ration d» la pesantaur, » 9V6! ».«^ 

U Tableau "IV" ae dtfdult done du Tableau "III". 

- Dana le Tableau "V*. nous avona alers caleultf le flux per aeconde de 

quantitö de mouvament du gaz fc l'tftet 0 pour dea oondltionc P, et T, donntfea 

et correapondant au flux d'^nergie cintftlque £ d4jA introdult (l CV par ae- 

conde). D'apr^a le thtfor^me dea quantlt^a de mouvement, c« flux eat 4gal h  la 

pouss4e Y    due h  la detent» de» gaz dana lea condltiona conaidtfrtfei. On a 

done i 

r. Mvtf sii. 
V. 

U Tableau "V" se d^duit done du Tableau "I". 

- Dana la Tableau "VI". nous avons rapporttf la pousstfe T ainai obtenue 

au d^bit polds unit4. Nous avons done calculi le rapport X . 

D'apr^s las for-nules pr4c4dentea( on a i 

On volt done que la pousa^e rapport4e au d4blt polda unltrf ne dopend plua que 

de la vitesse attaint« par le gaz, done des eonditlona "P.    T 

Ce Tableau pourra servir de baac de comparaiaon avec lea r^sultats ex- 

p^rimentaux« 

Le Tableau "VI" ae d^duit done du Tableau "I". 

- Dans la Tableau "VII". nou« avona falt un saleul inverse de eelul 

fait pour le Tableau "III", e'est b dire qu'eu lieu de se fixer Tl.   et d'en 

d^dvilro M , nous nous sommes impoaia un d4bit poida 7  unitaire et noua 

en avons d^dult le flux d'^nergle cin^tique £.  de l'air mis en mouvement 

pour des conditions "P t*?"|  donntfea. 

On a ^videmment I 
« 

2 ^ • 

Le Tableau "VII" se d4dult du Tableau "I", 



-   ?r.  T4bl9   IV.  w«  ^av• c«lcul«t»^  lh« «wight  r«t« of   flow P     corr««porv1lf>J 

to th«   ..•>•,  flow   M      •  No ^«vo of courto  I 

P. M^ 
Wo took <x , tho gravitational constant, • 9,81 m.«^ 

r^Mo IV is th«reforo doducod from Tab!« III. 

■ In T^blo V. wo than cslculatod tho monontum flux par tacond of tha g»*  In 

the O stnte for oivan p,  and T, conditions and corresponding to tha ki- 

netic enerqy flux E already introduced (I hp per second). According to tha 

monentun th-itorem, this flux is equal to tha thrust T due to the expansion 

of th«i g/i-j«?» in the qiven conHitions. Wa therefore have I 

T. MV.. 2C 
V. 

Table V i* therefore deduced from Table I, 

" In T->ble VI. we hive shown the thrust r   thus obtained for unit weight 

of flow.  Thus we calculated the ratio X 

According to the preceding formulae we have i 

T  V.  2t      %     % 
2o we see that the thrust in terms of unit weicht of flow only depends of the 

velocity attained by the gas, that is to say on the conditions T( and T 

This Table will bo able to serve as basis of comparison with the experi- 

mental results. 

Table VI is deduced from Table I. 

- In Table VII. we made the reverse calculation of that made in Table III, 

I.e. In atMMl of fixing T2 and deducing M from that, we took a unit weight 

of flow I*  and deduced from that the kinetic energy flux J,  of the air set 

in motion for the ilven "P  and T    condition». 

Of r,ouise we hive : 

2  -J 

T«bl«   VII    1=;   rlpriurp )    fr0m   T.Tblo    I. 

t 



- Dana Im Tabl—u VUlt*.  nout «von»,  pour  fli«r !••  1<M««,   calcuU  ,•• 
pout«4«« qu«  l'on o6tl«ndralt »olt »n utlllMnt un fatbl« d^btt ■>•••• k tfnöm 
.It*«!«,  tolt un d4blt ■•■•• d« plut »n plu« grand I vlt«it» d« plus «n pl J» 

falol«, da tall* aorta qua la flux d'tfnargla clntftlqu« corraapondant raata 

eonatant. 
Pour tfttblir ea Tablaau, noua noua sotwiaa donn<, pour   *X^    t\n4t un 

flux d'inargia cln4tlqua   Z'^    til qua pour  T4    »4 Kgt./cm2 nanom^trlquaa 
1* dtfblt maaaa   M^   oorraapondant aolt da Z Kg.    Noua avona alora calculi 
lot pousatfat  T*   obtanuaa k partlr da eatta tfnargia cln^tiqua  ü ^    pour dif- 
ftfrantot valaura da   "Pt      c'aat h dlra da V    . 

Da liquation t 

on dtfdult i 

U Tablaau "VIII- •# d<dult daa Tablaaux "In at *VII". 

e 



■ In T»tl* ¥111.   to  lllw««r«t« our pelnt, «• n«v» e«icuJ«t*d th* thrvat 

mhieh  would b« otflmö ty  ualng tlt'^r • low MM»»   flam  at M^h velocity, 

or • grodually incrooting «••• flow «t gradually aocroa«ing vaioc i>, such 

tiat tho cor .-atpordlng kinotle onorgy flux alwayo romatnt constant. 

In drawing up thti Tabla, mo took,   for a tixtd  TTt    ■ a kin«tic anorgy 

flux Sy euch that for TP|  ■ ^ Kg»*/cm2  gaugo proaaura the corresponding 

mass flow n^   la I Kg. *o than calculstsd the thruit T"  obtalnad from 

this klnatic - nargy XV  » !• diffarant values of "^  , that is of \^ . 

From the equation t 

wa deduce i 

t; * 

2 
I-IV.* 

r. MV. . Ilk 
V. 

Table VIII is deduced from Tables I and VII. 

o 

e e 



y. 

•    7J ',?.-r. T, :iX 
-T  

• 
1   55 i    273 290            307 324 341 HI 

7* 

1  5 '  4 [  449,3 463,1 476,4 469,5 502.1 MM 1 i,^38; 

t  4,5 » 3,5 j  437,4 450,8 463,6 476,5 468,6 500,9 !   I,5,;68 
1  4 1  3 

t                                     1 
'  423,2 436 448,6 461 473 484,6 [   1,4860 

t  3             I »2 384,1 395,9 407,3 416,4 429,3 439,8 :   1,3687 I 

1  2'5        1 1,5        [ 355,2 366 376,6 386,9 396,9 406,7 ;   1,2993 ; 

I   2             i I            t 313,7 323,4 332,7 341,8 350,6 359,3 :   1,2191 

!If8   I 0,5        J 244,1 251,6 258,9 265,9 272,8 279,6 I   1,1221 

I   1,4         , 0,4         , 224 230,9 237,6 244 250,4 296,6 !   1,1009 

II'3   ! 0,3         [ 198,9 205 210,9 216,6 222,2 227,7 1,0778 

1   1.2         1 0,2         , 165,4 170,5 175,4 180,2 184,9 189,4     ■ 1,0526  : 

I   ^i         1 0,1        | 121,3 125 1/8,6 132,1 135,5 138,9  ; 1,0276 ; 

i   1,05       i 0,05      j 88 90,7 93,3 95,8 98,3 I0C,7     : 1,0143  : 

I   I'04       ! 0,04       f 78,1 80,5 82,8 85,1 87,3 89,4   ; 1,0113 ; 

I   1,03       t 0,03       i 67,9 70 72 73,9 75,8 77,7     : 1,008^  : 

!  I»02      [ o.ce 55,6 57,3 58,9 60,5 62,1 63,6   ; 1,0057  | 

t  1,01      t 0,01      i 39,4 40,6 41,8 43 44,1 45,2      ! 1,00^9 : 

I  I»0066 I 0,«X)66 [ 32,2 33,2 34,1 35 36 36,8  ; i,oci9 ; 

t  1,0033  i 0,0033  t 22,7 23,4 24,1 24,7 25,4 26        : 1,0099 : 

:^; s^        « 
V. : m/4 ^^i 

TABLEAU I 

VitMit« ttttint«! apr^i d4ttnt« 

Ittntroplqu* tn fonction dt i 

Rapport dvs tamp^ratur«« Inl- 

tlalts  «t  final«». 

TABLE «I» 

VulocltUt attain«d aftar Isantroplc 

•xpanslon, for diffarent values of ; 

Initial and final temparHturas ratio. 



< 

%* 

.TJ.T» Z   '* • 

;*/«•• i       273 290 

106,9 

307 

113,7 

324 341 356        t 

*   4 1  irxj,6 119,4 125,7 132             [ 

I   3.5 i    95,4 101,3 107,2 IlJ,2 119,1 125,I        t 
1  3                 ] 89,3 94,8 100,4 106 111,5 "7,1        [ 

i  2                 i 73,5 78,1 82,7 87,3 91,9 96,4        i 

I i»i       j 62,9 66,8 70,7 74,6 78,5 82,5   ; 

:  I               t 49,1 52,6 V=>,2 58,2 61,3 64,3        I 

I 0^           \ 29,7 31,6 33,4 3-,3 37,1 39       ; 

x   0,4             » 25 26,6 26,1 29,7 31,3 3?,fl            ! 

\  0,3             | 19,7 20,9 22,2 23,4 24,6 25,9        J 
.  0,2              : 13,6 14,-, 15,3 16,2 17 17,9        i 

! 0'1         '! 
7,33 7,79 ti,7*> 8,70 9,16 9,62      ] 

J   0,0^            ; 3,86 4,10 4.34 4»58 4,82 5,06      l 

l o,o4     j 3,04 3,23 3,42 3,61 3,80 3,99      [ 

:  0,03 2,30 2,44 2,58 2,72 2,87 3,01       i 

1   Ü'02             : 
1,54 1,64 1,73 1,83 1,92 2#02      I 

!   0,01             J 0,775 0,824 0,872 0,920 0,968 1,02      t 
1 0,0066    ; 0,516 0,548 0,580 0,612 0,644 0,677    | 

;   0,0023       J 0,257 0,273 

v7; 
0,289 0,305 0,321 0,337    I 

,            ^r^l 

.  'C 

TABLEAU  "II" 
■SI r T---r T-r-r r t'T-r^-n-r-^« 

T A B L F "II" 

Chute de temperature apr^s detente 

Isentropiqu» en fonction dt t 

T T 7* 

Drop In teinperature after leentropic 

expansion, for different values of t 



T.: *h 

I       273 290 307 324 

0.000626 

341 

0,000595 

358        : 

'     4 1   0,000743 0,00070* 0,000661 0,(XX?**7 ] 

.     3.5 ,   0,000784 0,000738 0,000697 0.000661 0,000628 0,000598 : 
1    3 0,000638 0,000789 0,000745 0.000706 0,000670 0,000639 j 

t     2               i 0,001017 0,000957 0,000904 0.000857 0,000814 0,000775 : 

[     I,»          [ 0,001189 0,001120 0,001058 0,001002 0,000952 0,000907 ; 

t     I              t 0,001524 0,001434 0,001355 0,001284 0,001220 0,001162  : 

I    ^          i 0,002517 0,002^70 0,002238 0.002122 0,002016 0,001719 \ 

.    0,4          : 0.002989 0,002814 0,002657 0.002519 0,002392 0,002278 : 

|    0,3          [ 0.003792 0,003569 0,003372 0,003197 0,003038 0,002893 j 

.     0.2           , 0,00W83 0,005160 0,004876 0,004619 0,004388 0,004182  : 

I     ^           \ 0,01020 0,009600 0,009071 0,0085«% 0,008170 0,007775 ; 

t    0,CX>        t 0,01937 0,01823 0,01723 0,01634 0,01552 0,01479    : 
1     0,04         ' 0,02459 0,02315 0,02188 0,02071 0,01968 0,01877   ; 

t     0,03         t 0,03254 0,03061 0,02894 0,02747 0,02611 0, .02485    : 
1 o»0^    ! 0,04852 0,04569 0,04324 0,04098 0,03890 0,01658   ; 

I    0,01         t 0,09663 0,09100 0.08585 0,08112 0,07713 0,07342     : 
1    0,0066    [ 0,1447 0,1361 0,1290 0,1224 0,1157 o,iioe    ; 

t    0,0033    > 0,2911 0,2739 0.2583 0,2459 0,2325 0,2219      J 

1-^1 
M/ut fiMW           Uhl ry MHjtS 

TABLEAU    "III" 

Mbit mass« corrtspondant k 

un flux d'lnergla cln^tlqua 

da  s 75 Kgm./i. 

T A 8 L E    "III" 
rex-3 sa » a'xu a:assats=> 

Maaa flow corratponding to 

a klnatle anargy fljx of t 

75 Kgtn,/«» 

- 



' - r.-T. 
1   *f/tm 

r, i •• A l 

*i       273 290 

0,00691 

307 

0tQC*A% 

3^4 

0,00614 

341 

o,oobe4 

3M 

1   4 [   0.0a72<y 0t00bb6 

i M :   0,UJ769 0,00724 0,00684 0,00648 0,00616 0,00b87 

' i !   0,00822 0,00774 0,00731 0,00693 0,006b7 0,00627 

2 :   0,00998 0,00939 0,00887 0,00641 0,00799 0,00760 

l»9 !   0,01166 0,01099 0,01038 0,00963 0,00934 0,00890 

I :   0,01495 0,01407 0,01329 0,01260 0,01197 0,01140 

0^9 J   0,02469 0,0232b 0,021f^ 0,02062 0,01^78 0/       3 

0,4 1   0,02932 0,02761 0,02607 0,02471 0,02347 0,         3 

1 0.3 !   0,03720 0,03bOI 0,03306 0,03136 0,02980 0,02838 

0,2 :  0t0ft379 0,0bO62 0,04703 0,Ob3I2 0,0430b 0,04100 

0,1 [   0,1001 0,094 18 0,0H899 0,08433 0,0801b 0,07627 

t 0,0b J   0,1900 0,1788 0,16r)0 0,1603 0,1^23 0,I4bI 

i          ! 0,04 !   0,2412 • 0,2:71 0,2146 0,2032 0,1931 0,1841 

i 0,03 :   0,3192 0,3003 0,2839 0„.'69b 0t2b6I 0,2438 

0,02 [   0,4760 0,4482 0,4242 0,4020 0,3816 0,1626 

0,01 i   0,9479 0,8927 0,8422 0,79b<5 0,7b66 0,7203 

0,0066 [   It« 0,133b 1,26b 1,201 I,I3b 1,087 

L 

0,0033 :  2,8r)6 
* • 

2,687 2,b34 294I2 2,281 2,177 

^i^^ ■ 

T- «r 

T A B  L t  A U  " IV  ■ TABLE     "IV ■ 
ancmwx  i-1 T r t rt^sr» tTrtr^r: ics^rterjagtstr-s-g. gtai .r.«'» 

Wblt  polds correspondent  « un 

flux d'^nerciw cin''ti';ue de   : 

7b K.arr./s. 

rtel-'ht rate of flow corresponding to 

a kinetic energy flux of ; 

15 Ky.T../«. 



ff. 

; '^7•• 

I 
i T,. Vf 

■ */"•' i       273 290 307 324 341 358 

1' I    0,334 0,324 0,315 0,306 0,299 0,292 
l 3,» i    0,343 0,333 0,323 0,315 0,307 0,299 

l3 |    0,354 0,344 0,334 0,325 0,317 0,310 
i 2               I i    0,391 0,379 0,368 0,359 0,349 0,341 

! w    1 0,422 0,410 0,399 0,388 0,378 0,369 
■ i      i 0,478 0,464 0,451 0,439 0,420 0,418 

i*»   : 0,615 0,596 0,579 0,564 0,550 0,536 
t 0,4            i 0,670 0,650 0,631 Ü,6I5 0,599 0,58:. 
| 0,3            1 0,754 0,732 0,711 0,693 0,675 0,659 
1 0,2            t 0,907 0,680 0,855 0,832 0,811 0,772 
; 0.i    ; I»24 1,20 I.I7 1,14 Uli 1,08 
f  0,05           l 1,70 1,65 1,61 1,57 1,53 1,49 

1  **          • 1,92 1,86 1,81 1,76 1,72 1,06 
l 0,03          i 2,21 2,14 2,08 2,03 I,% 1,93 

I ***          I 2,70 2,62 2,55 2,46 2,42 i>,36 
t 0,01          l 3,61 3,69 3,59 3,49 3,40 3,32 
[ 0.0066      | 4,66 4,52 4,40 4,29 4,17 4,06 
l  0,0033      1 6,61 6,41 6,22 6,07 5,91 5,77         | 

1^_ L 
F.-Mg 

TABLEAU    "V" 

PousU« coir**pondar.t h un  flux 

d^ncrgl« cln4tiqu« dt i 

75 Kgm./t. 

TABLE    ■V'1 

Thrust corrtspondlng to • kinetic 
•nargy flux of  j 

75 Kgm./«. 



T                          " 

I T,:'. X • i 

I *$/'<»* 273 

1  45,bO 

290 307 324 341 356 

1   4 47,21 48,56 49,90 5i, je 52,45 

r  3,5             | t  44,59 45,95 47,28 48,57 49,33 51,06 
1  1                  ' 43,14 44,44 45,75 46,99 46,22 49,40 

: 2                 : 39,15 40,36 41,52 42,65 43,76 44,83 

j i,t5        ; 36,21 37,31 38,39 39,44 40,46 41,46 

:   I                i 31,96 32.97 33,91 34,64 35,74 36,63 

:ü.5      ! 24,Hft 25,65 2o,39 27,10 27,81 26,50 

:  0,4             s 22,83 23,54 24,22 24,67 25,52 26,16 

; 0,3 20,2B 20,90 21,50 22,06 22,65 23,21 

s  0,3            . 16,b6 17,38 17,88 18,37 18,65 19,31 

; o,i      ; 12,36 12,74 13,11 13,47 13,81 14,16 

t  0,05           : 8,970 9,246 9,511 9,766 10,02 10,27 

! o»w     : 7,961 8,206 8,440 8,675 8,899 9,113 

i  0,03           : 6,922 7» 136 7,339 7,553 7,727 7,920 

I   0t^           \ 5,668 5,841 6,096 6,167 6,330 6,483 

:  0,01           : 4,016 4,139 4,261 4,383 4,495 4,606 

" 0,0066    ; 3,282 3,364 3,476 4,468 3,670 3,75i 

l  0,0083       : 2,314 2,385 2,457 2,518 2,589 2,650 
<? 

VP 

TA&LtAU     "VI" 
._ i   :   7 t   I   :. i. v. i s; ■;  i. r. ^ r = xzm 

TABLE    " YI 

hsussfS«  rapport^e  au d^bit 

poids. 

Thrust In terms of weight rat« 

of flow. 



■ r,-* i                  T; fit. 
,   Xg/tm' 
I ■— ■■III  »:■ 

1    273 290 307 
1    SflMHBBL:; ni. 

324 341 
-m    ■■ m «it—n 

358 
a   sanesKscer BE- 

1  4 |   137,2 145,7 154,2 162,6 171,3 179,9 

l  3,5            t 130 138,1 146,2 154,3 162,4 170,5         ! 
1  3                 ;' 121,7 129,2 136,9 144,4 152 159,6 

l  2                 t 100,3 106,5 112,7 119 125,2 131,4        : 

|   I»»            I 85,74 91,03 96,38 101,7 107,1 112,4 

t   I                i 66,66 71,07 77,72 79,39 83,53 07,73       : 

10'5     ! 40,49 43,02 45,55 48,05 50,57 53,13       ' 

t   0,4            I 34,10 36,23 38,36 40,46 42,61 44,75       : 

I  0'3            I 26,68 26,56 30,23 31,68 33,55 35,23       ; 

I  0,2            i 18,59 19,76 20,91 22,07 23,23 24,38      : 

1  0tl            I 9,999 10,62 11,24 11,86 12,46 w»xi 
t  0,05          i 5,263 5,591 5,916 6,237 6,567 6,891    1 

I  0t0*          I 4,145 4,404 4,659 4,922 5,179 5,431     [ 

I   0,03           t 3,133 3,330 3,523 3,711 3,905 4,103     : 

I o»02    ! 2,101 2,231 2,358 2,487 2,621 2,749    ] 

!   OjO!           t 1,055 1,120 1,187 1,257 1,322 1,388     i 

[  0,0066      I 0,705 0,749 0,790 0,832 0,881 0,920    [ 

i  0,0033      1 0,350 0,372 0,395 0,415 0,438 0,459    : 

L^^i M't *g mjk 

TABLEAU    " VII  " T A B L b    ■ ¥11 ■ 

Flux dUntrql« cin<tiqu« cor- 

rcspondant h  un dibit  pold» 

d« I Kg. 

Kinetic »nergy flux corresponding 

to a weight rate of flow of I Kg. 

I 



\ 
— 

% :   *i 
~- 1  

273 290 307 

1   4 45,8 47,2 48,6 

»  3,t             I 47 46,5 49,9 

t  3                 I 
48,6 50,1 51,5 

i 2                 1 53,6 55,2 56,8 

| ifi      ; 57,9 59,7 61,4 

:   I                 : 65,6 67,6 69,5 

; o.s       ; 84,3 86,9 89,4 

:  0,4            s 91,9 94,7 97,4 

: of3      : 103 107 110 
2                                           • 

:  0,2             : 1^4 128 132 

1 0,1 170 175 180 

I   0,05           1 234 241 248 

!  0,04 263 272 279 

:  C,C3 t     303 312 321 

!  0,QC '     370 • 
3B2 393 

t   U,0" J     522 539 553 

j O.OLrbb 1     6'.t9 658 678 

t  0,0033 I     907 934 960 

*                      ^^^^^ 
#I  
• I 

324 

49,9 

51,3 

53 

58,4 

63,1 

71,5 

91,^ 

100 

IP 

136 
185 

255 

287 

331 

404 

568 

698 

969 

341 

51.2 

52,6 

54,3 

59,9 

64,8 

7:*, 3 

94,2 

103 

116 

139 

190 

261 

294 

339 

414 

583 

714 

1011 

358 

52,4 

53,9 

55,7 

61,4 

66,3 

75,1 

96,5 

105 

119 

142 

194 

268 

302 

347 

424 

597 

733 

1038 
* 'J 

I 

_5 

TABLEAU"  VIII 

Transposition «1«> I'^nerqle clne- 

tiquo disponlbl« pour un dibit 

poldls ^qal b I i'g. quand : 

S • 4 Kq./cnw! mancfn/triqu«. 

TABLE " VIII * 

Transposition of kinetic «nvrgy tvailablt 

with a weight rate of fiow equal to I Kg. 

when t 

"7^  =4 Kq./cm2 gauge pressure. 





15. * 

Nou» con»t«tOfU qu» touft   Us v«Uur» d«s T«bU«uji pr*'c<o#ntf tont for»c- 

tion d» la viUtM d'^couUfiwnt.  Ou Tableau VIII, plus parti'.ull^ranwni, nous 

d^tltisons qua las traction« pour un« tfnargla donn^a sont d'sutant olus l?T>oor- 

tintas qua las hearts entra las prassion« an amont at «vsl da I'^corla^nt sent 

faiblas. 

II par lit ioqique, par cons^quant. da cherchar IM moyans qui p•rm«ttr^i'^nt 

une augmentation da la vltassa d'rfcoulamant pour une prassion anont d»Jt#rTtin/'a. 

Cast ici qu'interviant Tapplication da TEffat COANDA. 

D'apr^s nos axp^riences at nos masures, notammant sur das f^fht§9  "L.A,", 

il r^sulte, par axempla, qu'an partant d'une pressior absolue da 9 Kg.«;, par cn2 

(pression manon^triqua 4 Kgs. par cm2) on paut, dans certains cas, obtenir h 

l'anbouchure de la sortie du Jet, at la long de la prerUre facette, un«? de- 

pression de l'ordre de 7 metres J'eau, e'est A dire que la prassion aosolue res- 

tante h  cet endroit ne serait plus qua de 0,3 Kg. par cm2, A cet endroit, c* 

est ä dire Juste au ras de la facette, le rapport des presoions entifc I'amont 

et l'aval serait de 
T. 0,3 17 au lieu de 5 

En admettant que dans le jet h  cet endroit, e'est ä dire au voisinage du 

maximun de depression, la detente d« 1'air soit isentropique, la Ciute de temp/- 

rature locale correspondant h  ce rapport de pression serait ~<     «  2,247  . 
X 

et la difference de temperature se truuveralt, si la temperature avant la 

detente avalt ete par exemple de 290° absolu, d« T,-*^ • Itl*C ,  Ce qul 

fait que la vitesse d'ecoulement de cette portion du jet atteindr*iit th«orique- 

ment une vitesje de 568,5 m. au Heu de 463,t m,/sec. correspondant b  la de- 

tente isentropiqu® sur la surface llbre du jet. 

En supposant une repartition linealre des vitesses dans le jet, on peut 

done admettre qu'il y a dans celui-ci une vitesse doyenne se situar.t aux envi- 

rons de SZ5,i m./sec. 

En d'autres termes, si 1'on admettait le mime dehit masc.e de gar par se- 

conde par element difftrentiel de surface dans un jet COANDA nue dans un jet p^r 

orifice en mince parol, I'enerqie clnet.ique est multipliee par (S|fta§) a 1,242, 
(4B t) 

1'augmentation se faisarrt aux depens de l'enthalpie. 

L'experience ayant montre que le jet ne givrait pas, malqr/- un tr>-5 haut 

degr«5 hygron/trique de l'alr (or T.-T ■ 161° U.^oriques, soltT# « - I44'»C ), 

11 y a eu n^cessairenent ^pport d'enerqie* 

Cette enerqie mpptlawtelfl n'a pu ?tre prise qu'ä Ptil ambient der. la 

temperature ooit alois baisser au voisindqe irtr-»'dlat du Jet. 



I 

nm  not« that «U th« valiMt shown In th« pr«o*ding t«bUt ar« a function 

of tha flow valoclty. Fro« Tabla VIII, in particular» m daduca that tha 
•maliar tha dlffaranca bataiawn tha praaaura upatraaa and tha praaaura dcwnatraam 

of tha flow, tha graatar tha thruat produced for a given anargy. 

Contaquantly it would appaar logical to soak a maana of incraa«ing tha 

flow valocity for a fixad praaaura upatraaa. This la whara tha application cf 

tha COANDA Effvct comas in. 

Our axparimants and maasuramants, aspaeially with tha "L.A." nozzlas, 

show for instanca that starting fro* an absoluta prassura of 5 Kga. par cm? 

(gauga prassura 4 Kgs./cB2) ona can, in certain eaaaa» obtain a daprasslon at 

tha axit orlfica of tha Jat and along tha first facat, of tha ordar of 7 matars 

of watar» that Is tc ssy that tha absoluta prassura ramaining in that area is 

only 0.3 Kg. par cm2. In that araa, which is right naxt to tha facat» tha 

ratio of upstream and downstrtnn pressures in then T% .  5  * 17 instead 

of 5. %      0-3 

Assuming that the expansion of tha air in the Jet in that area, that is, 

in tha neighborhood of the maximum depression, is Isentropic, the local drop 

in temperature corresponding to this ratio will be  s  ■ 2.247 and, if 
the temperature before expansion was, for instance, 290° aos., the difference 

of temperature T, . *T^  will be I6I?C . This means that the flow velocity 

of that portion of the Jet will theoretically attain 568.5 m./sec, instead 

of 4#i.1 m./see. which corresponds to tha isentropic expansion of tha free 

surface of the Jot» 

Assuming a linear distribution of velocities in the Jet, we can there- 

fore take its mean velocity as being approximately 919.• m./sec. 

In other words, if we assume thst the mass flow of gas per second per 

differential surface element of a COANDA Jet is the same as in a Jet issuing 

from an orifice in a thin wall, the kinetic energy is multiplied by   

j ^S'f \      ■ 1.242, this Increase occurlng at the cost of enthalpy. 

Experience having shown that tha Jet does net frost in spite of a very 

high degree of humidity in the air (theoretically "Vj-T^ ■ 161°, i.e. 
T#  ■ - 144° C), additional energy must have been provided. 

This additional energy can only have been taken from the surrounding air, 

whose temperature must therefore fall in the iimediate proximity of the Jet. 

\ 

- 



U r«,->port th^orlqu« <)•• pr»»»lon« pour c«tt* vlt«ti« d» 5IStf •./••€• 

ccxi»»pondr*lt h  i 

21  • 8,' «t COMM "^  - 5 , on voit qut 1« jot to 

Cüfflportoralt comat un Jot Ubro ayant uno praasion moyonna abaoluo da 0,^9^». 

Ainal» I'alv amtiant ao trouvarait, «ov-a coa hyrwth^aoa, dovant una 

source froldo h  moindre press ion. 

Pour "Pi   9    0,59S 

at pour  Jj   ■   I 

to 
on a : i. ./_£L-1 » - 1.16 •-?-(WY 

| 

ce qui, «n admottant qua la tamp«ratura ambianta fut au depart da 290eKclon- 

narait ? T, ."^ ■ 40?C. 

Soua da tallaa hypothisoa, 11 oat normal do conaid^rar la possibility 

pour 1'air ambiant do so prtfcipitor vara la Jot avac uno vitessa da 283rr./sac. 

correspondant b  una d^tanta isantropiquo da 409C. 

Faisona una hypothftaa auppl^mentaira t "La moiti^ environ da Wnergie 

cin^tique do cot air asplr^ correspond h  cello d'uno quantity da mouvement 

do cet air asplr^ orlant^e dans la mime direction quo celle du Jet". 

Dans ce cas, si le pourcentage d*augmentation d'tfnergie totale ^talt 

comma nous I'avons admia do 1,242 • I ai 0,242, le pourcentage de l'augmenta- 

tion do 1'Energie cin^tique pourralt Itre envisage comme correspondant h 

0,12, le soldo, soit 0,122, tftant diasip^ par las pherion> ea de chocs at do 

turbulence. 

Dans ce cas, le poids do I'air ambiant ainsi mis en mouvement dans la 

mime direction quo le Jet pourraic so d^duire do liquation t 

„^It'V" . 0,12 irXl 
25 2% 

0U 1 

TT  est le poids par seconde de l'alr ambiant mis en mouvement, 
.•» 

est sa vitesse de d^placoment, 

TT,   est le polds par seconde du gaz du jet, 

V     est  la vilasse th4orique de  PitMltMNfll normal du jet. 

II en r4sulte quo t 

<•&)'••- 

- 



1 

i 
Jht  OMwU<fi p—1 rtti« for tHU «vioclty »f 90^9 B./MC. 

corrospondc to i 

8,4 «rvj slneo 'P,  « 9 . ■• MO thot tho jot bohavot 

liko a froo jot having a oaar abaoluto prasturo of C.590. 

Tha •unrounding air trill tharaforo, according to this H/pothoaitv find 

itaolf In tha praianea of a cold aourco at a looor prassura. 

For 1% -  0.595 

and for "P,  -   I 

wa hava 

which, if the surrounding camperatura was ^^O^JCto start with, glvas us t 

T, - T0 « 40*C. 

Undar thesa hypotheses, the surrounding air can naturally ba axpactad 

to rush In towards tha Jet at a velocity of 283m./sac., corresponding to an 

isentroplc expansion of 40?C, 

Let us make an additional nypotnesis t "Approximately half of tha 

kinetic energy of this induced air corresponds to tha kinetic energy due to 

the monentum of this induced air oriented In the same direction af tha jet". 

In that eise. If th*  percentage of increase of total energy is, as wa 

assumed, 1.242 - I « 0.242, the increase percent of kinetic energy can ba 

taken at correspondim to 0.12, the remainder, 0.122, being dissipated Dy 

collision and turbulence phenomena. 

This beinq so, the weight of surrounding air thus set in motion in 

the same direction as the Jet could be deduced from the equation t 

-L «' v,z . 0,(2 «Lil 

In which i  TT  Is the weight of surrounding air set in motion per 

second, 

Y  is its velocity, 

T^j Is the weight of jet gas per second, 

V,  !■' the theoretical normal flow velocity of the jet. 

Consequently i 

i ■$'■• 

■—— 



r?« 

dene »n p«rt«nt d« no» aittinnf  hypoth>»«t on trouv« • 

I 
TT   /JiiLJ-). 0,!Ja«n chlffr« 
IT,  V 2« ' 

rond : 0,32. 

Noui prendrona 1« v«l«ui d« 0,3. 

Etant donn^ qu» la traction rapport^« au d¥bit poicj unitalra »at ^gala 

h   )[     nous *vona pour 1» Jot £ULi - 52,56, at pour I'air qul >;• pr^ciplte 

varr 1« Jat 2S1     ■ 28,05, la tnictlon total« qua Ton ^»vrait masurer dan» 

un jat fonctiomiant & t.ravar» un dlapoaltlf utilliant PEffat C0AMÜA devrajt 

«tra i 

52,56 ■»■ 0,3 x 28,85 - 61,21 

contra s 

47,21 (d'apr^s la Tablaau 6), 

seit environ 1,3 fois plus, ce qui correspond d'une fagon tr^s sugg»e.tiva, 

quant h  noa hypotheses, h  certains «ssais que nous avons fait». 

Pendant nos es&ais las masuras d'air induit nous ont prouv^ qu»  les 

masses d'air entralnces atteignaient souvsnt blcn plus qut 15 fois I'air pri- 

maire (certains essais ont mime atteint des taux d'inductior de plus de 30 

pour I), avec des vitesses au passage du col des tuyeres assaz 41ev^es, ce 

qui par rapport ä la traction th^orique pour I'air primairc de masse unitaire 

donnalt das valeurs du mine ordre de grandeur que ce qui ast dit plus haut, 

(nous prenons les vitesses au col de la tuyere car apr^s le divergent et SJI- 

vant ses dimensions on peut beaucoup r^duire ies vltessea, puisque l'on y 

transpose 1'Energie cint'tique en Energie potentielle). 

II est, pensons-nous, logique de pr^volr maintenant toutes sortes de 

po&sibilit^s d'utilisation des tuyere» appliquant 1'Effet COANDA, notimunt er 

agi&%int par 4taget afin dfj transpwäer i de tr^s grandes n-pis'.es d'air I'^ner- 

gie qui se trouvait dans de faibles masses pour arriver ainsi h  des quantity» 

de mouvement tr^s importantej. dirig^es vers le bas, ce qui est le but final 

de tous nos travaux. 
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17. 

h«nc«, on th« basis of our diffownt hypothotos, wo find i 

round figures i    0.32 i", (JOLLY. 0»12 • ,n 

No shall tako tho vslua 0.3. 
V 

Slnco tho ratio of thrust to unit waight of flow is oqual to -L  , wa 

havo MM - 52 66 for tho Jot and .283 - 28.85 for tho air rushing 

towards fho Jot, so that tho total thrusC maaiurocf in a Jat issuing fro« s 

davieo in which tho COANOA Effoct is usad should bo t 

52.56 *    0.3 %    28.85 - 61.21 

against t 

47.21 (according to Tablo VI)f 

!•#• approximataly 1.3 timas aa much, which corrasponds in a vary signifi- 

cant manner, as far as our hypothosas arv concarnad, to certain tasti which 

wo made» 

During the tests, our measurements of induced air proved that this 

mass of air was in many esses more than 15 times that of the primary air 

(in certain t«sts the rate of induction even rose to more than 30 to I), 

for relatively high velocities at the throat of the no'zles. This, compared 

with the theoretical thrust per unit mass of primai- sir, gave values of 

the same order «f magnitude as those mentioned atova. (»♦« taka the velo- 

cities at tha throat of the nozzle because, after the divergent and depen- 

ding on its dimensions, the velocities can be greatly reduced, since the 

kinetic energy involved Is converted into potential energy). 

We beliava that one may now logically conceive many different possibi- 

lities of utilization of nozzles applying the COANUA Effect, proceeding by 

stages in order to transpose the energy contained in small masses of air to 

very much greater masses, so as to attain very great monenta oriented 

downwards, whVch is the ultimate goal of all our research« 
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