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Relation entre la fonction de répartition d'une variable aléatoire et les pro-
priétés additives d'une certaine fonction de cette variable. Application au
choix de la loi de probabilités la plus représentative d'un phénomeéne physique

aléatoire donné. Exemples.

| — Les ingénieurs disposent d'un
choix trés étendu de lois de probabilités
pour interpréter, ou pour extrapoler,
un matériel statistique donné : lois de
Cauchy, de Fisher et Tippett, de Frechet,
de Galton, de Gauss, de Gumbel,
d'E. Halphen, de Laplace, de Pearson,
de Poisson,... fonctions exponentielles,
tonction factorielle incompléte, chaines
de Markofi, etc. Mais il est bien diffi-
cile de savoir quelle est la loi qu'il
faut adopter dans chaque cas, car on
ne dispose généralement pas de séries
d'observations suffisamment longues, et
I'on ne peut dés lors pas toujours
tirer grand-chosc d'une comparaison
directe des ajostements. Or, il s'agit
li d'ungchoix capital pour la détermi-
nation des valcurs extrémes, qui sont
parfois les seules dont les ingénieurs
aient @ se préoccuper; et c'est ainsi
yu'on se trouve conduit a considérer
les crues d'automne de la Durance de
1500 m* s a I'Archidiacre comme décen-
nales lorsqu'on utilise la loi de Gumbel,
ou comme millénaires lorsqu'on utilise
la loi de Fréchet, d'aprés les jaugeages
quotidicns de la période 1916-1955 dans
ies deux cas. Il faut donc pouvoir
disposer d'un critere indiscutable,
d'ordre  plus mathématique qu'empi-
rique, pour adopter telle ou telle loi
de probabilités de préférence a toute
autre ; et nous allons montrer que les
propriétés additives du phénomeéne dont
on ¢ludie le comportement statistique
pourraient constituer un critére de ce
genre.

1l — Supposons en effet que le pheno-
mene en question présente le caractére
d'addiivité pour une certane foncuon b
de la variable x dont I'ensemble des
valeurs constitue le matériel statistique
vluaie

B(x) o (x)

(g, Ly Xa)

b (xa).

Et désignons par xi = f(P,) la fonction
de répartition qui-définit la probabilité
d'apparition P; d'une valeur de x infé-
rieure @ x, quand le phénoméne n'a
lieu qu'une fois.

Lorsque le phénoméne a lieu n fois au
lieu d'une et ne dépend que du jeu
parfaitement libre du hasard, la proba-
bilit¢ d'apparition d'une valeur de x
inféricure & x;, d'une valeur de x infé-
rieure & X,,.... d'une valeur de x infé-
rieure & x, (dans un ordre absolument
quelconque) n'est autre que fe produit
des probabilités d'apparition de cha-
cune de ces n valeurs de x prises
chacune isclément

e Py Koo oBa) = Py X PyX ... X Pa.

On a donc :
QP PsX .... X Pa)]
= ®f(P) + PP + ... +P[f(Pu)]

quand le phénoméne présente le carac-
tére d'additivité que nous avons supposé
et quand la répartition des valeurs de x
ne dépend que du jeu parfaitement
libre du hasard dans l'intervalle compris
entre zéro et x, (1).

Or, cette relation ne comporte pas
d'autre solution que :
@ (f(P), hLogP

en désignant par h une constante.
L'additivité de la fonction @ signifie
donc que 'a probabilite¢ P (x) d'appari-
tion d'une valeur de x inferieure a x;
dans l'enscmble  du  materiel  étudie
est telle gue l'on ait

W (k)
ou, plus simplement
Pilx) - e—

— h*Log P (x)

W (a) e

(1) A supposer, bien eatendu, Gue o, soit e plus
Urand des s,

en désignant par P (x) la fonction de
répartition ce la variable aléatnire x
dont on étudie le comporiement statis-
tique.

Ili — La réciprogue est également
vraie car, si la fonction @ (x,) suit une
loi de Gauss, |'additivité des moments
du second ordre qui caractérise ce
type de loi a pour conséquence que
I'on ait :

l VO (g, Xy Xy on e )12 l \'4 0y ('l)l=
(V) Vel

et par suite :

O (x,, Xyy X3y + -+

DB P e
e (l") - .‘...

IV — Les hauteurs maximales quoti-
diennes de houle, les hauteurs journa-
lieres de pluie et les débits horaires de
véhicules sur les routes représentent
physiquement la somme de quantités
aléatoires indépendantes, et beaucoup
plus petites, qui s'ajoutent arithmét-
quement a chaque station d'observa-
tion. |l résulte donc de ce qui précéde
que ces phénomeénes comportent .es
fonctions de répartition du type :

p (') e b3
et qu'on peut les représenter par des
diagrammes logarithmiques du type

x —h*Log (P (x)

comme on le constate effectivement
dans la pratique (2).

V — On aboutit par contre a des fonc-
tions de répartition du type loi de Gauss :

P (') e Fra e

lorsqu'il s'agit d'¢léments qui repré-
sentent  physiqguement la somme de
quantites aléatoires independantes, ct
beaucoup plus petites, dont les caiids
s'ajoutent arithmétiquement & chaque
station d'observation, comme c'est le
cas pour les amplitudes des barres de
déterlement de la houle a la cote (3) (4).

VI — On aboutit enfin a des fonctions
de repartition qui répondent asympto-
tiguement & la loi ae Fréchet :

P(x) an

lorsque les  éléments qu'on  ¢tudie
representent  physiguement la somie
ge quanutes aleatoires independantes,
et beaucoup plus petites, qui se mulu-g
phent 1'une l'autre o chaque station
d'observation (b). Cai les loganthmes

() Houle : J. Larras, C.R. Ac. Sc., 15 mars 1965
Huwes ¢ R Raysor of C Hewemann, D Wassor-
wirtschaft, 4 196/, p. 170, g ¢

Vitucules J Latras, Rev, gén, routes ot acio-
dromes, 0F 420, jum 196/

(3) J. wartas, CR. Ac, Se. 19!,
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de ces quantités clementaires s'ajoutent
arithm&tiguement et la relation 0 (x)
h*K Log x qui traduit cotte  additi-
vité (6) cquivaut wdentignement G ox 8
e Munrh P (x).
Mais on aboutit tout ausst bien a la loi
de Frochet lorques les &léments qu'on
Studie  représentent  physiquement  la
somme de quantités  aléatoires indé-
pendantes, et beaucoup plus petites,
qui sont de la forme K. Log x ou qui ont
sensiblement la méme allure générale
(comme c'est la cas pour les variations
de sensation physiologique en fonction
de 'excitation).

VIl — La loi d'addition n'est toutefois
pas nécessairement la méme  pour
toutes les valeurs de x dans I'ensemble
du matériel étudié.

C'est ainsi que les débits élémentaires
qui concourent a la formation d'un
cours d'eau s'ajoutent purement et
simplement 'un a l"autre dans un lit
tros dégagé, mais qu'il n'y a plus
d’addition possible de ce genre lorsqu'il
n'y a plus suffisamment de place pour
eux sans qu'ils se génent (7).

C'est également le cas lorsqu'une
partie des phénoménes dépend du
hasard et I'autre pratiguement pas ’7) (8).

La méthode la plus commode pour
distinguer les tranches qui corres-
pondent a des lois d'addition (et de
probabilités) différentes consiste a re-
présenter les fonctions de répartition
sur des diagrammes :

— & ordonnées logarithmiques, pour les
types de lois du paragraphe IV,
— A ordonnées gaussiennes, pour les
types de lois du paragraphe V,

— a abcisses et ordonnées logarithmi-
ques, pour les types de lois du

paragraphe VI.

Les parties rectilignes de ces dia-
grammes correspondent en effet aux
tranches dans lesquelles on peut appli-
quer les lois correspondantes, et les
parties non rectilignes aux tranches
dans lesquelles on ne peut pas.

Nous en avons déja donné des exem-
ples (7) (8), mais il ne nous parait pas
inutile d'en donner un autre dans la
rrésente étude.

VIIl — 1l s'agit de 1768 essais de résis-
tance a la compression d'un béton
particulierement soigné, pour ouvrage
exceptionnel, qui a fait I'objet de 4 sortes
d'essais et de 125 préléevements dis-
tincts (tabicau 1) (9).

(5) 1l se pourrait que ce soit le cas pour les débits
classés de certunos rivieres hien qu'on n'en
discerne pas  hien  actueliement  'explication
physique (J. Bernier, Revue de Statistique Appli-
quén, 1957, n* 2, vol. 5).

() On sait que 1a loi de Gumbel n'est autre qu'une
ion de Fréchet dans laquelle on remplace x par
¢'. On peut donc représenter symplotiguement
la lor 0 Gumbel par la relation ©(x) hH* K
Log(e’) h'Kux, eti'onretombe asymptotiquement
sur le mame type de loi de répartition qu'au
paragraphe IV

(1) J. Larras, Terres et caux, n” 8, 1966.

(8) J. Larras, Rev. gén. routes et aérodromes,
n' 422, juin 1967,

(9) Résultats d'essais communiqués par le Labo-
ratoire central des Ponts et Chaussées,

- 44 - Tableau | - Résistances obseivies
Cylinthies, Cubus
Donners
28 ). 90 4 28 ; 9 ,
v
Resistances moedianes (en bars) 4305 Al 522 615
Ecaits quadratiques moyens {(en bars) 46 62 46 45

Ecarls quadraliques moyens (en

do la mediane) 10,7 129 a0 73
Résistancos minimaivs (en hars) 326 305.5 360 n2
Nombre d'essas 298 345 375 750
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Fig. 1 et 2. — Résistance & la compression
Tableau Il — Résistances calculéres
Cylindres Cubes
Probabilités —— - y
28 j. | 90 j. 28 j. 99
110 G 379 298 469 558
F 37 402 463 547
1100 6 334 | 333 425 515
F 322 ; 323 390 482
11000 G 209 { 283 392 : 481
F 281 i 265 327 ara
1/10 000 G 266 235 360 410
F 244 214 275 374
Résistances exnrimées en bars : G Loi de Gauss F Loi de Fréchet.

La fonction de répartition qui correspond
a chaque sorte d'essais suit pratique-
ment la loi de Gauss (droite de Henry)
au-dessus de 20", et la loi de Fréchet
en-dessous (fig. 1 et 2). C'est peut-étre
dd a la présence de léanrs vidac dans
les bétons les moins Cuiipucis, alors
qu'il n'y en aurait pas dans les bétons
les micux faits, mais il nous suffit de
constater le fait, et nous allons voir
qu'il peut étre gros de conséquences.

Le danger d'apparition de bétons de
fais!lo résistance parait en effet devoir
étre beaucoup plus élevé lorsqu'on

I'"évalue par extrapolation de la loi de
Fréchet de la figure 2 que par extra-
polation de la loi de Gauss (droite de
Henry) de la figure 1, comme on peut
le voir sur la tableau Il. Et ceci pourrait
étre de nature a modifier certaines
méthodes d'évaluation des résistances
nominales du béton (surtout a partir
d'éprouvettes cubiques) si de nouvelles
et de plus longues scéries d'essais
devaient confirmer cette observation
par la suite.

J. Larras













































& une loi de Gauss ; et on peut, certes, se demander raisonnablement si la for-
me exponentielle des lois mises en évidence n'est pas artificielle et re %ient
pas au caractére subjectif des ounservaticns gui ont servi a les é+ablir. las
appareils enregistreurs automatiques de vagues fourniront cerzainezen<,
& quelques années, des données objectives assez abondantes pour perretir
lever . doute a pe sujet et, & tout le moins, de compléter et de pricis
vantage les résultats auxquels nous avens adbouti et gui doivent €vié
considérés comme provisoires. Mais, en attendan:, l'utilisation re
tion des données statistiques présentdes par HOGEEN et LUMB, si sujettes - cr
tiques qu'elles puissent €tre, nous ont paru présenter actuellement un intéré
non négligeable.
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