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INTRODUCTION

 We want to intercept an airborne target, or a target on the surface with a 
homing missile.

 The missile has a seeker and an attitude control system.
 There is a platform, such as a ship, which has a radar to track the missile and 

the target. This platform possibly launches the missile.
 We will discuss two parts of the intercept guidance problem: midcourse 

guidance and terminal guidance.
 In midcourse guidance the target is not in the field of view of the missile, since 

they are too far apart.
 In terminal guidance, the target is in the field of view of the missile seeker.
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MIDCOURSE GUIDANCE

PIP; Projected Intercept Point

Missile

Target

• In midcourse guidance, we want to set‐up the end game so 
that the intercept has the best chance of success.

• When we transition to terminal guidance, we want the 
target within the seeker’s field of view.

• The midcourse guidance guides the missile to the PIP.
• Typically, the platform calculates the PIP. The radar on the 

platform can see both the target and the missile.
• As the missile and target fly, the PIP is continually updated.

Platform
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MIDCOURSE GUIDANCE

y

z

x

b

n

t Tangent vector

n Normal vector

b Binormal vector

t

ds

𝑑𝑡
𝑑𝑠 ൌ 𝜅𝑛

𝑑𝑛
𝑑𝑠 ൌ െ𝜅𝑡 ൅ 𝜏𝑏

𝑑𝑏
𝑑𝑠 ൌ െ𝜏𝑛

Formulas of Frenet

κ = curvature; one over the radius of curvature.
τ = torsion; the rate of change of the binormal with s. In the normal direction.

A good strategy is to fly to the PIP 
while minimizing the curvature. This is 
called kappa guidance.

𝑏 ൌ 𝑡 ൈ 𝑛
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MIDCOURSE GUIDANCE

• There are some smoothness conditions.
• With these conditions, to each smooth curve there corresponds a unique κ and τ ; 

and vise‐versa.
• In particular, 

 Continuous κ(s) and τ(s) give unique continuous and differentiable tangent, 
normal and binormal vectors (according to the formulas of Frenet) and a 
unique curve in space, up to a translation and vice‐versa.
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MIDCOURSE GUIDANCE
V

δγ

missile

PIP

γ = velocity vector angle
δ = heading error angle 𝑑𝑡

𝑑𝑠 ൌ 𝜅𝑛

𝑑𝑛
𝑑𝑠 ൌ െ𝜅𝑡 ൅ 𝜏𝑏

𝑑𝑏
𝑑𝑠 ൌ െ𝜏𝑛

Formulas of Frenet

x

z
THE PITCH PLANE

𝑑𝛾
𝑑𝑅 ൌ െ𝜅 sec 𝛿

𝑑𝛿
𝑑𝑅 ൌ െ𝜅 sec 𝛿 െ

tanሺ𝛿ሻ
𝑅

ൌ െ 0
tan 𝛿 /𝑅 െ sec 𝛿 1

1 𝜅
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𝑑 𝛾
𝛿

𝑑𝑃 ൌ 0
tan 𝛿 / 𝑅଴ െ 𝑃 ൅ sec 𝛿 1

1 𝜅

𝐽 𝛾, 𝛿,𝑃, 𝜅 ൌ න 𝜅ଶ/2 ൅ 𝜔ଶ sec 𝛿 𝑑𝑃
ோబ

଴
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MIDCOURSE GUIDANCE

𝑑 𝛾
𝛿

𝑑𝑃 ൌ 0
tan 𝛿 / 𝑅଴ െ 𝑃 ൅ sec 𝛿 1

1 𝜅

𝐽 𝛾, 𝛿,𝑃, 𝜅 ൌ න 𝜅ଶ/2 ൅ 𝜔ଶ sec 𝛿 𝑑𝑃
ோబ

଴

𝑧ଵ
𝑧ଶ ൌ 𝛾 െ 𝛿

െ tan 𝛿 /𝑅

𝛾
𝛿 ൌ 𝑧ଵ െ tanିଵ 𝑅𝑧ଶ

െ tanିଵ 𝑅𝑧ଶ

𝜅 ൌ 𝛼 ൅ 𝛽𝑢

𝛼 ൌ െ
sin 𝛿 cosଶ 𝛿 ൅ 1

𝑅
𝛽 ൌ െ𝑅 cosଷ 𝛿

𝑑
𝑑𝑃

𝑧ଵ
𝑧ଶ ൌ 0 1

0 0
𝑧ଵ
𝑧ଶ ൅ 0

1 𝑢

𝐽̅ ൌ න 2 ൅
𝑅ଶ𝜔ଶ

2 െ 2𝑅𝑧ଶ𝑢 ൅
𝑅ଶ

2 𝑢ଶ 𝑑𝑃 ൅ 𝐻.𝑂.𝑇.
ோబ

଴
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𝛾 ൌ 𝛾 𝜔,𝑅,𝑅଴, 𝛾଴, 𝛿଴

V

δγmissile

PIP

x

z

𝑥 𝑠 ൅ Δ𝑠 ൌ 𝑥 𝑠 ൅ Δ𝑠 · cos 𝛾

𝑧 𝑠 ൅ Δ𝑠 ൌ 𝑧 𝑠 ൅ Δ𝑠 · sin 𝛾

𝛾 ൌ 𝛾 𝜔,𝑅,𝑅଴, 𝛾଴, 𝛿଴, 𝛾௙

𝑥 𝑠 ൅ Δ𝑠 ൌ 𝑥 𝑠 ൅ Δ𝑠 · cos 𝛾

𝑧 𝑠 ൅ Δ𝑠 ൌ 𝑧 𝑠 ൅ Δ𝑠 · sin 𝛾

Fixed Final Angle of ApproachFree Final Angle of Approach

𝜅 ൌ 𝐹 𝜔,𝑅, 𝛾, 𝛿 𝜅 ൌ 𝐹 𝜔,𝑅, 𝛾, 𝛿, 𝛾௙
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V

δ
γ

missile

PIP

𝑑𝑡
𝑑𝑠 ൌ 𝜅𝑛

𝑑𝑛
𝑑𝑠 ൌ െ𝜅𝑡 ൅ 𝜏𝑏

𝑑𝑏
𝑑𝑠 ൌ െ𝜏𝑛

Formulas of Frenet

x

z
THE PITCH PLANE

𝑡௭ ൌ 𝑛௫;  𝑡௫ ൌ െ𝑛௭

𝑑γ
𝑑𝑠 ൌ

𝑑
𝑑𝑠 sinିଵ 𝑡௭ ൌ

𝑑𝑡௭
𝑑𝑠

1 െ 𝑡௭ ଶ
ൌ
𝜅𝑛௭
𝑡௫

ൌ െ𝜅

So,
𝑑γ
𝑑𝑅 ൌ

𝑑γ
𝑑𝑠
𝑑𝑠
𝑑𝑡

1
𝑑𝑅

𝑑𝑡ൗ
ൌ െ𝜅 · 𝑉 ·

1
𝑉 cos𝛿 ൌ െ𝜅 · sec𝛿

𝑡

𝑛

𝑑𝜃
𝑑𝑡 ൌ 𝑥ଶ

𝑑𝑢
𝑑𝑡
𝑅ଶ ൌ

𝑥ଶ

𝑅ଶ
1
𝑥ଶ 𝑥

𝑑𝑧
𝑑𝑡 െ

𝑑𝑥
𝑑𝑡 𝑧 ൌ

1
𝑅ଶ 𝑅 cos 𝛿 െ 𝛾 · 𝑉 sin 𝛾 െ 𝑉 cos 𝛾 · െ1 𝑅 sin 𝛿 െ 𝛾 ൌ

𝑉
𝑅 sin 𝛿

𝜃 ൌ tanିଵ
𝑧
𝑥 ൌ tanିଵ 𝑢

𝑑𝑢
𝑑𝑡 ൌ

1
𝑥ଶ 𝑥

𝑑𝑧
𝑑𝑡 െ

𝑑𝑥
𝑑𝑡 𝑧

𝑑𝜃
𝑑𝑅 ൌ

𝑑𝜃
𝑑𝑡

1
𝑑𝑅

𝑑𝑡ൗ
ൌ
𝑉
𝑅 sin 𝛿 ·

1
െ𝑉 cos𝛿 ൌ െ

1
𝑅 tan 𝛿

𝑑𝛿
𝑑𝑅 ൌ െ

1
𝑅 tan 𝛿 െ 𝜅 · sec 𝛿

θ
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𝑑𝑡
𝑑𝑠 ൌ 𝜅𝑛

𝑑𝑛
𝑑𝑠 ൌ െ𝜅𝑡 ൅ 𝜏𝑏

𝑑𝑏
𝑑𝑠 ൌ െ𝜏𝑛

Formulas of Frenet

• In 3D, we use the Formulas of Frenet for the plant equations. Omit    
since                     .

• There is a lot more bookkeeping. We must use quaternions.
• We don’t have a solution to the optimal control problem in 3D at this 

time.
• As a first cut, we use the 2D optimal solution for the curvature and 

proportional control for the torsion.

𝑏
𝑏 ൌ 𝑡 ൈ 𝑛

3D Kappa Guidance
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Proportional Navigation is equivalent to

am,z = N∙ZEM/tgo 2

where
Z.E.M. is the zero effort miss. The miss distance if we 
continue on the present course, with no control effort.
tgo is the time to go for intercept.

TERMINAL GUIDANCE

λ = line of sight angle

If vm,z = vt,z then λ remains a constant 
and by similar triangles: (A,B,C) and 
(A,D,E), a collision will occur. This is 
sometimes called the ”collision triangle.”

Proportional Navigation is defined by

am,z = N∙VC

where
am,z is the missile lateral acceleration
N is a unitless constant, typically in
the 3 to 5 range

VC is the closing velocity

𝜆ሶ

2

λ

λ

Target

Missile

x

1

z A

B

C
D

E

Vt,z

Vm,z
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1
𝑠ଶ

tanିଵ
𝑧

𝑉஼𝑡௚௢
𝑠𝑁 · 𝑉஼1

+

_

𝜆ሶ

𝑧ሷ 𝑧

𝜆aDaM

aT

PLANT

SEEKERGUIDANCEAUTO‐PILOT

aM Missile acceleration

aT Target acceleration

aD Desired acceleration



NSWCDD‐PN‐18‐00148; Distribution Statement A: Approved for Public Release, distribution is unlimited 

We make the assumption that aLAT ≈ aM. With a desired lateral acceleration                              , we want to determine a 
desired pitch angle                                 . We linearize the dynamics for use with this part of the control system.𝜃஽ ൌ 𝑇 𝑎௅஺்,஽

𝜃ሶ ൌ 𝑞

𝛿ሶ ൌ 𝑇𝛿 ൅ 𝑇𝛿஼

𝑎ெ ൌ 𝐾ଵ𝛼 ൅ 𝐾ଶ𝛼ଷ ൅ 𝐾ଷ𝛿 ൅ 𝐾ସ𝛼ଶ𝛿

𝑞ሶ ൌ 𝐶ଵ𝛼 ൅ 𝐶ଶ𝛼ଷ ൅ 𝐶ଷ𝛿 ൅ 𝐶ସ𝛼ଶ𝛿

where, 𝛼 ൌ 𝜃 െ
𝑎ெ׬
𝑉 ൌ 𝜃 െ 𝑣/𝑉

PITCH PLANE DYNAMICS

𝑎௅஺்,஽ ൌ 𝑛𝑉஼𝜆ሶ

𝜃஽ ൌ 𝛼 ൅ 𝛾

𝑎ெ ൌ 𝐾ଵ 𝜃 െ 𝑣/𝑉 ൅ 𝐾ଷ𝛿 ൌ 𝐾ଵ𝛼 ൅ 𝐾ଷ𝛿

𝛼 ൌ 𝑎௅஺்,஽ െ 𝐾ଷ𝛿
𝐾ଵ
൘

Then,

Finally,

This θD is used as input in the pitch plane control system.

We design a pitch plane control system δC ൌ GሺθC , statesሻ, e.g., using feedback linearization; obtaining θ → θC .

𝜃஽ ൌ 𝑇 𝑎௅஺்,஽ is a transducer: I/O of different units.

Input: δC
Output: θ

Ki ‘s > 0
Ci ‘s < 0
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𝜃ሶ ൌ 𝑞

𝛿ሶ ൌ 𝑇𝛿 ൅ 𝑇𝛿஼

𝑎ெ ൌ 𝐾ଵ 𝜃 െ 𝑣/𝑉 ൅ 𝐾ଶ 𝜃 െ 𝑣/𝑉 ଷ ൅ 𝐾ଷ𝛿 ൅ 𝐾ସ 𝜃 െ 𝑣/𝑉 ଶ𝛿

𝑞ሶ ൌ 𝐶ଵ 𝜃 െ 𝑣/𝑉 ൅ 𝐶ଶ 𝜃 െ 𝑣/𝑉 ଷ ൅ 𝐶ଷ𝛿 ൅ 𝐶ସ 𝜃 െ 𝑣/𝑉 ଶ𝛿

where, 𝛼 ൌ 𝜃 െ
𝑎ெ׬
𝑉 ൌ 𝜃 െ 𝑣/𝑉

PITCH PLANE DYNAMICS

𝜃஽ ൌ 𝛼 ൅ 𝛾

𝑎ெ ൌ 𝐾ଵ 𝜃 െ 𝑣/𝑉 ൅ 𝐾ଷ𝛿 ൌ 𝐾ଵ𝛼 ൅ 𝐾ଷ𝛿

𝛼 ൌ 𝑎௅஺்,஽ െ 𝐾ଷ𝛿
𝐾ଵ
൘

Then,

Finally,

This θD is used as input in the pitch plane control system.

We design a pitch plane control system δC ൌ GሺθCሻ, e.g., using feedback linearization; obtaining θ → θC  .

𝜃஽ ൌ 𝑇 𝑎௅஺்,஽ is a transducer: I/O of different units.

Input: δC
Output: θ

We make the assumption that aLAT ≈ aM. With a desired lateral acceleration                              , we want to determine a 
desired pitch angle                                 . We linearize the dynamics for use with this part of the control system.𝜃஽ ൌ 𝑇 𝑎௅஺்,஽

𝑎௅஺்,஽ ൌ 𝑛𝑉஼𝜆ሶ



NSWCDD‐PN‐18‐00148; Distribution Statement A: Approved for Public Release, distribution is unlimited 

𝛼

𝛾

𝜃

𝑉

𝛿

𝑎ெ
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ௗ
ௗ௧

𝑧
𝑧′
𝑎்
𝑎்′
𝑎ெ

ൌ

0
0
0
0
0

1
0
0
0
0

0
1
0
0
0

0
0
1
0
0

0
െ1
0
0

െ1/𝑇

𝑧
𝑧′
𝑎்
𝑎்′
𝑎ெ

+

0
0
0
0

1/𝑇

𝑎஼

PLANT DYNAMICS

𝐽 ൌ න
1
2 𝑎஼

ଶ𝑑𝑡
௧೑

௧బ

𝑧 𝑡௙ ൌ 0

𝐻 ൌ
1
2𝑎஼

ଶ ൅ 𝑝,𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑎஼{

A
{

x

{

B

𝑑𝑝
𝑑𝑡 ൌ െ𝐴ᇱ𝑝

ADJOINT DYNAMICS

COST TERMINAL CONSTRAINT

HAMILTONIAN

• The solution to this optimal control problem is, after a few simplifications, proportional 
navigation.

𝑎஼ ൌ
𝑁 𝑥

𝑡௚௢
ଶ 𝑧 𝑡଴ ൅ 𝑡௚௢𝑧ሶ 𝑡଴ ൅

𝑡௚௢
ଶ

2 𝑎் 𝑡଴ ൅
𝑡௚௢

ଷ

3 𝑎ሶ ் 𝑡଴ ൅ 𝑇ଶ 1 െ 𝑥 െ 𝑒ି௫ 𝑎ெ 𝑡଴

with 𝑥 ൌ 𝑡௚௢
𝑇ൗ , where 𝑡௚௢ ൌ 𝑡 െ 𝑡௙ 𝑁 𝑥 ൌ

6𝑥ଶ 𝑥 ൅ 𝑒ି௫ െ 1
6𝑥 1 െ 2𝑒ି௫ ൅ 2𝑥ଷ ൅ 3 1 െ 𝑒ିଶ௫ െ 6𝑥ଶ
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• The Zero Effort Miss (ZEM) is determined by setting aC=0 and calculating z(t=tf )
• Finding the state transition matrix facilitates this determination.

• This term appeared above. Substituting,

• An interesting case is when T→ 0.

𝑧 𝑡௙ |௔ಾୀ଴ ൌ 𝑍𝐸𝑀 ൌ 𝑧 𝑡଴ ൅ 𝑡௚௢𝑧ሶ 𝑡଴ ൅
𝑡௚௢

ଶ

2 𝑎் 𝑡଴ ൅
𝑡௚௢

ଷ

3 𝑎ሶ ் 𝑡଴ ൅ 𝑇ଶ 1 െ 𝑥 െ 𝑒ି௫ 𝑎ெ 𝑡଴

𝑎஼ ൌ
𝑁 𝑥

𝑡௚௢
ଶ 𝑍𝐸𝑀

lim
்→଴

𝑁 𝑥 ൌ 3
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The variation of parameters solution to the time invariant differential equation,

𝑋ሶ ൌ 𝐴𝑋 ൅ 𝐵𝑢, 𝑌 ൌ 𝐶𝑋 is 𝑌 𝑡 ൌ 𝐶𝑒஺ ௧ 𝑋 𝑡଴ ൅ 𝐶 න 𝑒஺ ௧ିఛ 𝐵𝑢 𝜏 𝑑𝜏
௧

௧బ

Note that the solution has a part due to the initial condition X(t0) and a forced part due to the input 
u. In our case we have, with A and B as before,

𝑋 ൌ

𝑧
𝑧′
𝑎்
𝑎்′
𝑎ெ

;𝐶 ൌ 1  0  0  0  0

𝑧 𝑡௙ ൌ 𝑧 𝑡଴ ൅ 𝑡௙ െ 𝑡଴ 𝑧ሶ 𝑡଴ ൅
𝑡௙ െ 𝑡଴

ଶ

2 𝑎் 𝑡଴ ൅
𝑡௙ െ 𝑡଴

ଷ

3 𝑎ሶ ் 𝑡଴

൅ 𝑇ଶ 1 െ
𝑡௙ െ 𝑡଴
𝑇 െ 𝑒ି ௧೑ି௧బ /் 𝑎ெ 𝑡଴ ൅ න 𝑇 െ 𝑡௙ െ 𝜏 െ 𝑇𝑒ି ௧೑ିఛ /் 𝑢 𝜏 𝑑𝜏

௧೑

௧బ

forced part
Note: tgo = tf – t0



NSWCDD‐PN‐18‐00148; Distribution Statement A: Approved for Public Release, distribution is unlimited 

The previous, setting the forcing term to zero is: ( u = aC = 0 ),

𝑍.𝐸.𝑀.ൌ 𝑧 𝑡௙ ൌ 𝑧 𝑡଴ ൅ 𝑡௚௢𝑧ሶ 𝑡଴ ൅
𝑡௚௢

ଶ

2 𝑎் 𝑡଴ ൅
𝑡௚௢

ଷ

3 𝑎ሶ ் 𝑡଴ ൅ 𝑇ଶ 1 െ
𝑡௚௢
𝑇 െ 𝑒ି௧೒೚/் 𝑎ெ 𝑡଴
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𝜆ሶ ൌ
1
𝑉஼

𝑡௚௢𝑧ሶ െ െ1 𝑧

𝑡௚௢
ଶ ൌ

𝑧 ൅ 𝑡௚௢𝑧ሶ

𝑉஼ 𝑡௚௢
ଶ ൌ

𝑍𝐸𝑀

𝑉஼ 𝑡௚௢
ଶ

And 𝑁 · 𝑉஼ · 𝜆ሶ ൌ 𝑁 ·
𝑍𝐸𝑀

𝑡௚௢
ଶ

• Consider the line of sight angle λ = z/RTM = z / VC ∙ tgo .  Then,
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PLOTS
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THE YELLOW AND BLUE
Sing to the colors that float in the light;
Hurrah for the Yellow and Blue!
Yellow the stars as they ride through the night
And reel in a rollicking crew;
Yellow the field where ripens the grain
And yellow the moon on the harvest wain;
‐Hail!
Hail to the colors that float in the light
Hurrah for the Yellow and Blue!
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THE END


