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On a mis au point un systéme analogue (optique) permettant
d'effectuer une transformée de Mellin bidimensionnelle au moyen d'un filtre

\\\\\\\SELAn optical, analog, system has been developed which permits

bidimensional Mellin transforms to be produced using an optical filter.
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INTRODUCTION

L'invention, dans les années 1960, du laser a muni la recherche
scientifique de sources lumineuses cohérentes intenses. L'holographie comnut,
par la suite, un développement spectaculaire. Le traitement optique de
1'information regut, lui aussi une impulsion vigoureuse. Des techniques
optiques de reconnaissance de formes (1,2), de filtrage de fréquences spatiales
(3,4) et de codage de 1'information (5), pour n'en citer que quelques-unes,
apparurent bientét.

Toutes ces techniques ont cependant la caractéristique d'étre
linéaire, c'est-d-dire que la transformation opérée est la méme pour tous les
points du champ objet. Ce n'est que récemment que Bryndahl (6,7) publia une
méthode permettant d'effectuer des transformations de coordonnées non-linéaires.

L'avénement de cette technique constitue une étape importante dans
le développement du traitement optique de 1'information. Elle permet,
1'utilisation de la rapidité et du grand produit espace-bande des systémes
optiques & une foule de nouveaux problémes qu'il &tait impossible de traiter
optiquement auparavant.

Noug présentons ici les premiers ré&sultats de travaux appliquant

ces techniques 3 la solution de problémes intéressant la section de
télédétection.

THEORIE DES TRANSFORMATIONS DE COORDONNEES NON-LINEAIRES

Une transformation conforme peut €tre définie comme une transform-
ation

u = u(x,y)
(1)

v = v(x,y)

agissant sur les coordonnfes (x,y) d'un espace de d#part de fagon 3 le
transformer, selon une loi bien définie, en un nouvel espace de coordonnées

{u,v).
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Essayons d'&tablir la transformation de coordonnées produite par la
moltiplication d'un chawp objet par un facteur de phase elP(X,¥) guivie d'une
transformée de Fourier. Soit a (x,y) l'objet initial et a'(u,v) le contenu
du plan de Pourier, a(x,y) et a'(u,v) sont 118s par la relation suivante:

a'(u,v) = a(x,y)e 1p(x,y) e -i%_(xu + yv)dxdy (2)

ol f est la longueur focale de la lentille effectuant la transformée de
Fourier. Il est possible de prouver, en utilisant la méthode de la phase
stationnaire, que la transformation de coordonnées produite par 1l'introduction
d’un facteur de phase est donnée par la relation suivante (voir réf. 7 et 8
pour plus de détails sur la dérivation mathématique du résultat):

u = f 0(x,y) (3)
k ox

v = S_Q_e_(xgy) (4)
k 3y

I1 suffit donc, en théorie tout au moins, de multiplier un champ
objet par le facteur de phase approprié afin de produire la transformation de
coordonnées désirée. Reste maintenant a produire ce facteur de phase.

L'idéal serait de disposer d'un valve & lumiére cohérente utilisant
un thermoplastique telle que décrite dans (9). Cet appareil permet, en effet,
d'&crire directement une phase sur une feuille de plastique qui peut, ensuite,
étre utilisée comme filtre dans un systéme de traitement optique cohérent.

Ce type d'appareil posséde un produit espace-bande (10) fort intéressant
(2.5 x 105) et est susceptible d'amélioration pouvant porter son produit
espace-bande & 109. Malheureusement, ne possédant pas un tel appareil, nous
devons recourir 3 d'autres moyens.

11 est bien connu qu'un facteur de phase
1P (x,y) (5)

possédde des &quiphases définies par 1l'Equation:
p(x,y) = 2nv (6)

Ce qui signifie que la distribution de phase eip(x,y) se manifeste par des
franges qui sont solutions de 1'Equation (6). Si on arrive & recréer ce
réseau de franges, on aura recr&é le facteur de phase correspondant. C'est
la technique qu'ont utilisée Bryngdahl (6,7), Lee (11) et Casasent (12). Il
faut cependant que la structure du filtre soit beaucoup plus fine que la
structure de 1'objet (7,11). Cette relation n'est, malheureusement, que
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qualitative et jusqu'ad maintenant, aucun é&noncé plus précis n'a &té formulé.

La fabrication du masque reproduisant les franges de la distribution
de phase implique d'sbord le calcul par ordinateur de la position de ces
franges. On doit ensuite trouver un appareil capable de les tracer, le plus
fidélement possible, & un facteur d‘&chelle approprié et d'’effectuer une
photoréduction du masque ainsi obtenu. Comme on peut s'en douter, la
fabrication de tels masques est parsemfe de problémes techniques parfois fort
difficiles 8 résoudre. '

TRANSFORMEE DE MELLIN

La transformée de Mellin est d&finie par 1'&quation

~ju-1 -iv-1l
y

M(u,v) = f(x,y)x dxdy )

qui devient

M(u,v) = f(exp(x'),exp(y')e—i(“x' + vy’)dx,dy, (8)

lorsqu'on effectue le changement de variable

x = exp x'
9
y =expy'’ )

On note immfdiatement que 1'équation est la transformée de Fourier d'un objet
syant subit une transformation logarithmique de coordonnées défine par

x' = Inx
(10)
y' = Iny

Une transformée de Mellin, peut donc €tre obtenue en opérant d'abord

une transformation logarithmique de coordonnées sur 1l'objet suivie d'une
transformée de Fourier.
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Les techniques de production optique de transformfe de Fourier

sont bien connues (13) et n'immpliquent aucune difficulté lorsque de 1'Equipement

de bonne qualité est disponible. La production du filtre devant effectuer la
transforwation logarithmique s'&carte cependant beaucoup plus des sentiers
battus.

L'intérét d'un tel exercise réside d'abord dans une familiarisation
avec la mise au point d'un systéme capable de produire des transformations de
coordonnées. Si on arrive & maftriser suffisamment bien ces techniques pour
obtenir des résultats intéressants dans un cas particulier, les travaux de
Bryngdahl (6,7) ouvriront la voie & tout un &ventail d'applications extrémement
intéressantes dont la correction de distorsions géométriques d'images ou la
correction des aberrations présentes dans les interférogrammes de radars a
antenne synth&tique montés sur satellite ne sont que les cas particuliers qui

nous sont d'abord venus d l'esprit.

La transformée de Mellin constitue une application particuliérement
intéressante des travaux de Bryndahl. En effet, cette transformée posséde
la propriété de corréler deux objets ne diff€rant que par un facteur d'échelle
sans perte de rapport signal sur bruit (12). Il est donc possible, avec une
transformée de Mellin, de faire de la reconnaissance de formes indépendamment
de la grandeur de 1'objet.

La premiére étape dans la réalisation d'un filtre i transformée de
Mellin consiste @ calculer, i partir des &quations 3 et 4, la fonction f(x,y)
associée & la transformation de coordonnées logarithmique désirée. La
substitution des &quations 10 dans les &quations 3 et 4 nous laisse les

-

équations suivantes & résoudre:

aggx.zz = klnx

x f (11)
p(x,y) = kln x
Ay f
Il est facile de prouver que
p(x,y) = k(xlnx-x+ylny-~y) (12)
f

constitue une solution de 1'équation 11. Il est, de plus, pratique d'ajouter

a2 f(x,y) une porteuse de facon 3 pouvoir séparer spatialement les résultats.
L'angle de cette porteuse doit &tre le minimum compatible avec 1'&tendue et le
contenu de fréquences de 1l'objet (voir r&f. 11). En effet, le nombre de lignes
i tracer pour générer le masque augmente avec 1'angle de la porteuse et il
devient rapidement trés difficle de générer des masques si les lignes sont

trop nombreuses. Nous avons choisi d'utiliser.

p(x,y) = k(x1lnx-4x+ylny-y)=2ar
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avec

-636 < n < -186
Jlmm < x < 10mm 13)

+lmm < y < 10mm

Le masque final, avec toutes ses franges, fut r&alisé par la
traceuse Houston Instruments DP-7 du Centre de Recherches sur les Communications.
Cette traceuse est loin d'8tre 1'outil idéal pour réaliser ce type de travail,
La densité du trait varie beaucoup trop (jusqu'd disparaltre quelquefois) et
on peut observer un tremblement de la plume lorsqu'elle trace une ligne. Des
difficultés supplémentaires surgissent lors de la photoréduction car le dessin
est effectuf sur papier et on utilise un &clairage par transparence pour
photoréduire. On ne peut donc espérer qu'un masque réalisé de cette fagon
soit de tré&s bonne qualité. Nous avons néanmoins choisi cette fagon de
procéder pour les premiers essais & cause que c'est la méthode la plus rapide
d'effectuer une expérience de principe.

RESULTATS EXPERIMENTAUX

Les résultats expérimentaux suivants ont &té obtenus & 1'aide du
wontage 1llustré & la Fig. 1. Lle faisceau lumineux provenant du laser L
est agrandi par le collimateur C. Le masque M limite 1'&tendue de
1'{1lumination de 1l'objet O qui est imagé par deux lentilles L et L, sur
le filtre F. Les lentilles eont disposées de facon & produire un grandissement
unitaire et une onde plane telle que le filtre d&crit par 1l'&quation 10
1'exige. Cette fagon de procéder &limine la nécessité d'introduire un
facteur de phase quadratique supplémentaire dans le filtre, et, par conséquant,
facilite 1a réalisation du filtre. Une lentille dispos&e & une longueur
focale du plan contenant le produit du filtre par 1l'image de 1l'objet &
transformer effectue une transformée de Fourier. Le résultat de la
transformation de coordonnées apparaft dans le plan I.
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Fig. 1 Montage optique pour effectuer une
transformation de coordonnées

laser

collimateur

masque

objet

lentilles formant un systéme télescopique

filtre produisant une transformation de coordonnée
lentille de transformée de Fourier

image
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Nous avons d'abord effectué la transformée de Mellin d'un rectangle
dont les c6tés Etaient paralléles aux axes x et y. Tel qu'attendu, une

transformation logarithmique de coordonnées conduit & un autre rectangle dont
le rapport hauteur-largeur est différent, tel qu'illustré & la figure 2.

Fig. 2 Transformée de Mellin d'un rectangle

-

Le seul fait d'incliner le rectangle conduit & un résultat tout 3
fait différent (voir Fig. 3) illustrant bien la variance sous rotation de la
transformée de Mellin.
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Fig, 3 Transformée de Mellin d'un rectangle incliné

La transformée de Mellin d'un disque (voir Fig. 4) et d'un anneau
(voir Fig. 5) permet de constater que méme le filtre primitif utilisé pour
réaliser cette expérience est capable de conserver jusqu'd un certain point
les tons de gris. En effet, le centre de la transformée de Mellin du disque
est brillant alors que le centre de la transformée de Mellin de 1'anneau ne

1'est pas.

Fig. 4 Transformée de Mellin d'un disque
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Fig. 5 Transformée de Mellin d'un anneau

Nous avons aussi effectué une transformée de Mellin d'une mire de
. Foucault contenant plusieurs fréquences. Nous avons &té & méme de constater
que le filtre que nous avions en main permettait d'atteindre, malgré son
manque de qualité &vident, ume résolution de 1 ligne/mm (voir Fig. 6).

Fig. 6 Transformée de Mellin d'une mire
de Foucault de 1 ligne/sm
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CONCLUSION

Les premiers ré&sultats de nos travaux sur les transformations
optiques de coordonnées sont fort encourageants malgré les déficiences du
filtre utilis& pour réaliser ces expériences. Nous comptons poursuivre ces
travaux en essayant d'appliquer cette technique & des problémes de distortion
d'image. Nous voulons &galement investir un peu de temps dans 1'&tude
théorique des effets de 1'approximation d'une courbe par des segments de
droite ainsi que dans la recherche de meilleurs outils pour la réalisation

des filtres.
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