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< The contractors have continued their e{ﬁ'ortil,' on the design of approximate finite dimensional vy
) filters in the case of small observation noise. More precisely, we are concerned with the 4
Q problem : Ry
< dX, = f(Xg)dt+g(X,)de .
dlft = h(Xg) dt + Ed% oy
N
Where ¢ is a "small parameter”, i.e. we want to study the asymptolics € — 0. 7
ol

-

1- Numerical evaluation of the ”"Katzur-Picard * filter

Suppose that X and Y are one dimensional, and that h is one to one. Bobrovsky-Katzur-
Schuss [1] have suggested an approximate filter for which Picard [4] has established rig-
oronsly that the difference between the approximate and the exact filter is of order ¢ ,
while the difference between the true value and any "resaonable” filter is of the order of

JE .

R

<
Paula Milheiro de Oliveira has started to transform the proposed algorithm into a :\p
pactical algorithm running on a computer. The difficulty is that the filter is given by a t'j
stiff equation, and the stiffness is of the order of 1/¢ . As a result, the stepsize of the LY
discretization scheme has to go to zero as ¢ tends to zero. And precisely, we want to let ¢ B
tend to zero, since we want to check numerically an asymptolic result for ¢ — 0. E':-
In her "Dea report” 3], P. M. de Oliveira compares, in the limit ¢ — 0, both the :'.’-
Katzur-Picard filter and the extended Kalman filter to the simulated {X,} that has pro- ;
duced the given observation. In a current work, she compares the two filters. Another
problem is to obtain the discretized version of the Katzur-Picard filter, i.e. to obtain the »

equivalent of the Picard results for discrete-time systems. In the report, the continuous N

equation is discretized first by a standard Euler method, an then a modified scheme is ;'

given, which gives a r:ore satisfactory result for small ¢ and Atf. No justification is given =

for this new algorithm. The good approach should be to derive a Katzur - Picard type of o
filter for the discrete time filtering problem with small observation noise. This approach S

is presently under research. :'{ \
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2- The case where h is locally one to one :;:
Let us start with the piecewise linear problem, with g=1, f and h being piecewise linear. :'
More specifically, let us suppose that : ':f
()
f(z) =a;z +b, z2>0 i
asz + b, z<0 éf
'f
h(z) =c;z, z>0 h
calk, z<0 c
X
» We are specifically interested in the case where ¢;c; < 0. The idea is that, provided W
! the conditional law has a small variance, as in the case where h is one to one, then the ':f
) conditional law should be during most of the time concentrated either on IRy or on R_. :of
Consequently, if we compute it with functions h and f which are wrong on the other side j
of 0, the error should be small. Therefore, if we consider the two Kalman filters associated ;"
with )
filz)=a1iz+b, h(z)=cz ::Eﬂ
|' .
on one side, and o
fo(z)=asz+b,  ha(z) =2z y
[
]
on the other, then one of the two corresponding outputs should be close to the optimal f
filter. It would just remain to choose between the two filters. ﬁ
It turns out that provided |ci| # |c2| (or at least a; # a2) the above holds, and one k‘
can choose between the two fiiters on the basis of a likelihood ratio which can be computed -..

from the two Kalman filters. Let us mention that the variance of the optimal filter is small
only when the process {X;} has been away from zero for some time, and that one needs b
to detect the times when X, crosses zero. The case of more than two intervals is treated :
similarly. The analysis is developped in Fleming, Ji, Pardoux [2]. The nonlinear case with
piecewise one-to-one h will be treated later in another publication.

N
- (]
o
2) TRANSFER TO THE US . \
Fabien Campillo has given a talk on the E. M. algorithm at the 26 th C. D. C. at Los &
Angeles in december 1987.
]
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Le sujet de ce rapport se situe dans le chapitre plus vaste des problémes de filtrage non
linéaire de diffusions unidimensionnelles dans le cas d’un bruit d’observation de petite covari-
ance, ce qu’on appellera un “petit brust d’observation”.

Notre but est double. D’une part, on se propose de comparer, sur un exemple concret, les
résultats obtenus par ’application du filtre de Kalman étendu avec ceux obtenus par le filtre
de Katsur-Picard. D’autre part, on veut vérifier numériquement les résultats théoriques de
J. PICARD (cf. [Picard]), sur 'ordre de 1'écart entre ces filtres approchés et le filtre optimal
quand le bruit d’observation deviant de plus en plus petit. En fait, les comparaisons présentées
dans ce rapport n’ont pas été établies par rapport au filtre optimal mais par rapport au signal
simulé.

On a rencontré deux difficultés : la premidre est liée au fait de qu’il fallait trouver un schéma
de discrétisation “convenable® pour 1’équation du filtre de Katzur-Picard ; la deuxiéme liée &
des exigences d'espace de mémoire et de temps de calcul (souvent rencontrée quand il s’agit
de simuler des problémes physiques) est de répéter plusieurs fois ces simulations.

Dans le premier chapitre on introduit les outils mathématiques nécéssaires 3 I’étude de
notre probléme.

Dans le chapitre 2 on présente le filtre de Katzur-Picard et les résultats asymptotiques de
“qualité” des filtres.

Enfin, dans le chapitre 3, on considére un exemple concret et on présente les résultats
obtenus.
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! PROCESSUS DE DIFFUSION ET FILTRAGE NON LINEAIRE 1

1 Processus de Diffusion et Filtrage Non Linéaire

1.1 Processus de diffusion
1.1.1 Processus de Wiener

Soit (f1, 7, P) un espace de probabilité.

Soient n € IN et Q une matrice n x n anto-adjointe et semi-définie positive.

On définit processus de Wiener (n-dimensionnel} de matrice de covariance @ comme étant un
processus gaussien {W;},cjo.7| qui vérifie :

i) Wo = 0.
ii) EW, =0, E(W,W)) = (sAt)Q ,Vs,t€[0,T].
iii) {Wedeclo.r) est continu.
Si Q = I, le processus {W,}.c(o.7| est appelé processus de Wiener standard .

On peut démontrer que les processus de Wiener sont des processus a acroissements indé-
pendants, i.e.

YeeIN Y(t,ta,...,ts) €[0,T* (8 <t3< ... <)
les v. a. Wy, — Wy, W, — W,,,..., W, — W, _ sont indépendantes .

Considérons (1, 7, 7,, P} un espace de probabilité filtiré (i.e. (%);cp+ est une famille
croissante de sous-tribus de ¥ .).
On appelle 7-P processus de Wiener de matrice de covariance @ un processus {W;},c g+ %-
adapté (i.e. tel que V,c g+ W, est F-mesurable) qui vérifie :

i) Wo =0.
ii) V0 € s < t,W, — W, est un vec. a. de loi N(0,(t - 5)Q) indépendant de %,.
ili) {Wi}ecp+ est continu.

On le note sous forme condensée par (3, 7, F,, P,W,). -

Si on considére, en particulier, la filtration naturelle { 7" }icm+, o2t £ = o(W,;0 < s < t)},
on a alors que {W;},c+, processus de Wiener au sens de la 1.*"* définition, peut &tre
consideré comme un 7Y-processus de Wiener.

1.1.2 L’intégrale stochastique et la formule de Ito

On considére un espace de probabilité filtré (1, 7, 7, P).
On veut définir une intégrale du type

/: GdW = /(:G(s,w)dW(s,w) )

ot {W,}¢ est un #-processus de Wiener.
On présente la construction de 'intégrale stochastique dans le cas réel.

ILes tribus considérdes sont supposées compliétées par les P-négligeables de ¥ .




1 PROCESSUS DE DIFFUSION ET FILTRAGE NON LINEAIRE

On commence par définir I'intégrale d’un processus élémentaire {p¢}¢<r (i.e. un processus de
la forme p¢(w) = p(w)lje.|(t), o0 6 € [0,T] et p est une v. a. F-mesurable et bornée) par :

t
s
/ pudWy = p(Wyyy — Wy) ,t € [0.T).
Jo
Maintenant, pour un processus en escalier o € € ( ? ), g = 3.7, p}, on définit :
t LI
/ pudW, = Z/ PudWy
0 i=1"0

et
¢ t [
/ PudW, = / pudW, — / PudW,,0<s<T.
L] ] [

On a les propriétés (pour v, ¢’ € ¢€) :
t
P1) E* / PdW, = 0.
s

P2) E™ [} pudW, [, pldW, = E* [  p.p\du (0<s<t<T).

P3) E{sup,cr Ifot PudW,[?} < 4E fOT widt.

Le fait que ¢ est dense dans I'espace de Hilbert M% (0, T) ,(*), permet de définir I’intégrale de

tout processus o dans M’,, (0,T):
Soit L le prolongement linéaire (continu) de 'application
e — L*0,Cl0,1))
p o~ $= {¢¢}c51‘
On définit : .
[ outw. 2 (o).

Pour les processus dans L3 (0,T) , (*) , il faut considérer une suite croissante de 7- temps

d’arrét ® : ‘
i 2 .ot
ta{w) = elél;- {/0 py(w)du > n} si fo pI(w)du>n -
d si [y p3(w)du<n

2¢ est I'e. v. des processus en escalier de Ia forme :

pr = Z::: Pro1le,_ 0. (8) + pn1le,_,.T(t) avec o 7, -mesurable et bornée Vi et
0=t <...<th=T.

'M}' (0, T) est I'espace des (classes de) processus {pt},< qui vérifient :

i) ¢: (t,w) ~ pe{w) est mesurable.
ii) ¥¢ €< T,p¢ est ;- mesurable .

i) B[ pldt) < oo

‘L’,'(O,T) est I'espace des processus {pe}o<T qui vérifient i}, ii) et

iii') ]-01' pzdt < oo p. 8.

50n appelle un #- temps d'arrét une v. a. r (A valeurs dans ﬁ+) telle que {r <t} € # .

< O I e N TN e




1 PROCESSUS DE DIFFUSION ET FILTRAGE NON LINEAIRE 3

On pose p™ = plig (- Alors p" € M}'(O,T) et on définit I'intégrale stochastique par :

t A tAT,
/ pedWy = lim podW, pas.
0

n —» GO 0

Le processus {4; }i<r, obt ¢ = f; p,dW,, est un processus continu et %- adapté mais il n’est
pas forcément intégrable. Par contre, I'intégrale stochastique d’une fonction ¢ € M}‘(O,T)
est une %- martingale, i. e.

i) Vegjo.7| Pt est - mesurable et intégrable.
ii) Veeelo.7], <00 Elotl ] = 00 p- 8.

Dans ce cas les propriétés P1), P2} et P3) sont vérifiées.
Cette définition d’intégrale stochastique peut 2tre étendue au cas vectoriel. On considere,
alors, respectivement les espaces M% (0, T;R™*") et L} (0, T;R™*"), ot :

M" (0,T;IR™™"™) est 'espace des (classes de} processu: {@¢}ecjo.71 & valeurs dans
R™*® qui vérifient :

i) @ est mesurable et %- adapté.
i) E[] Tr(p.p.)ds < o .
et

L3,(0,T;IR™>") est I’espace des processus {@ }ec 0.7 qui vérifient i) et
i’) foT Tr(p,el)ds < oo p.s.

On considére :
e X, un vec. a. {n-dimensionnel}, %- mesurable .
o b une fonction de R™, mesurable, %- adapté , telle que fOT 16 ||dt < oo .
e c¢c L} (0, T;R™") :
o {W¢}s un %- processus de Wiener .

Soit X le processus (continu et adapté) donné par :

-

t t
Xg = XQ + / b.ds +f a.dW,.
0 0
On a la formule de Ito :

t t ¢t
o(t, X,) = ¢(o,xo)+/ Q',(s,X,)da+/ ¢;(s,x.)b,ds+/ &' (s, X,)o,dW,
0 a 0

t
+%/ Tr(Q:,(s,X,)U,U,T]ds '
0

pour tout 0 < ¢t < T et ® € C'2([0,7T] x R"), (%)
i.e., sous forme différentielle,

1
do(t, Xe) = ¥}(t, Xe)dt + (X )dXe + Tr(¥%(t, Xe)oro] )t

ol

8C12([0.T] x IR™) est l'espace des fonctions ${t,z) qui admetient des Jérivées jusqu'a 'ordre 1 en t et
jusqu’d 'ordre 2 en x, continues fn (t.,x).

RS U ST R g

¥
'

R €« 2 v ¥

e e e




1 PROCESSUS DE DIFFUSION ET FILTRAGE NON LINEAIRE 4

o ' est le vecteur gradient .

o &'/, est la matrice de dérivées secondes .

1.1.3 Equations différentielles stochastiques
Soient :

e (11,7, %, P,W,) un processus de Wiener standard 2 valeurs dans IR" .

e X° un vec. a. 3 valeurs dans IR®, de carré intégrable, 7, - mesurable et
indépendant de {W,},cjo.7) -

o les applications mesurables

b: [0,T[xIR* — R" et 7 0,7 x R® —— R"*™
(t,z) ~ bt z) (t,z) ~ ot z)
vérifiant:
3k tel que

Veeo.r)\Veyer~  [b(¢, 2)% + lo(t, 2)[* < K3(1 + |z?)
et

6(¢, z) ~ b(t, y)| + |o(t, z) - o(t,y)| < k|z ~ y]
olt on note [b] = (10, b2)% et |o| = (TrooT)? .
Cousidérons 1’équation différentielle stochastique (EDS) :

dX, = b(t, X,)dt + o(t, X, )dW, 1
XO - Xo ( )

c’est a dire
¢ t
X, = X° +/ b(s, X,)ds +/ o(s, X,)ds
0 0

oll I'intégrale stochastique est prise au sens de Ito (si o(-,2z) € M'}' (0, T;R"),YT > 0,
I'intégrale est bien définie).

Sous les hypothéses précédentes il existe un unique processus (Xt}te[o.ﬂ, a trajectoires
continues, avec X € M% (0,T;IR"),VT > 0, qui est solution de ’EDS (1)
Un tel processus est appelé un processus de diffusson. Il s’agit d’un processus de Markov
A trajectoires continues dont les probabilités de transition vérifient certaines propriétés (cf.
{Arnold] ).

1.2 Filtrage non linéaire

Sous les hypothéses du paragraphe précédent, soit X le processus, a valeurs dans IR", solution
de 'EDS :
dxt = b(t, Xg)dt + U(t, X( )dW¢ s

ol W _est un processus de Wiener standard i valeurs dans IR™ .
En pratique, le probléme de filirage non linéaire se présente de la maniére suivante :
On dispose d’une observation {yi}i>0 telle que :

yr = h(t, X)) + v,




1 PROCESSUS DE DIFFUSION ET FILTRAGE NON LINEAIRE s

ol v, est un “brust blanc” et on veut estimer le processus X, non observé, A partir de
'information donrée par {y,}o<,<t-

Bien que cette formulation soit largement utilisée on préferera énoncer le probléme de filtrage
en tenant compte du fait que l'information contenue dans {y,;0 < s < t} est équivalente %
celle contenue dans {¥,;0< s < t},ob Y, = f; y,ds. Le “bruit blanc® v, peut étre vu comme
la “dérivée d’un processus de Wiener”. L’équation d’observation peut alors s’écrire :

dY, = h(t, X )dt + dW, Yo =0 ,

od W est un processus de Wiener.

Supposons que :

e Y et W sont des processus 3 valeurs dans R™ .
e la fonction A : IR, x R"— R™
(t,z) ~ f(t, z)
est mesurable et bornée .

o W, = gWg, oll W_ est un processus de Wiener standard et 997 une matrice
m x n définie positive

On supposera que les processus de Wiener W et W sont indépendants. (Le probléme peut
aussi étre formulé sans cette restriction, cf. [Pardoux]).

On introduit un espace de probabilité filtré (1, G, G¢, P) tel que ( % ) soit un P — G

processus de Wiener standard.
Les équations d’état et d’observation s’écrivent donc :

iX, b{(t, X¢)dt + o(t, X )dW,, X, = X° 2
dY, = h(t, X)dt + gdW,, Yo=0. )

Soit 7 la tribu des observations jusqu’a I'instant t, % = o(Y,;s < t). Le probléme de filtrage

consiste A calculer la loi conditionnelle de X,Asacha.nt 7.

Cette loi conditionnelle permet de calculer X, 'espérance conditionnelle de X, sachant 7.

X: est en fait, le meilleur estimateur de X, sachant l'information %, au sens du risque
quadratique (i.e. E(|X, — X,|?) € BE(]X, - €]?) ,V€ v. a. % - mesurable .} .

Aux hypotheses précédentes ajoutons maintenant les suivantes :
vT >0,

¢ b et o sont bornées sur {0, T x R" .
e o est uniformement continue sur {0, T] x R™ .
e h est mesurable et bornée sur [0,T|{ x R" .

e g est mesurable .
341.']'
dz;
oh a = ooT et les dérivées partielles sont prises au sens des distributions .

Ja >0 : VYt z) alt,z)>oal.

€ L™ ([0, T] x IR™) Vi, ;

IR AT .-_’-'.-.-.',-.,.'..'_.I.-.-*.’,‘.-',-'.-..-‘.:-_- -y W ,..'\..-‘...\..._..\ .. .', AR
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1 PROCESSUS DE DIFFUSION ET FILTRAGE NON LINEAIRE 6
Soit

t 1 [ 4
Z, = exp {f h{s, X,)dY, - 5/ |h(s,X,)|’ds} ,vte |0,T].
0 0

Soit 1 = C([0, T];IR**™) et G = o(w(8) ;0 < 8 < t), o w(t) = ( ),f:((:)) ) .

{Z:}: est une G; - martingale d’espérance 1 .
o
On peut définir une mesure de probabilité P (appelée probabilité de référence) par :

Ve

d
=2Z;' (T fixé)

&l

ol P est la probabilité sur (Q, §r) associée au probléme (2) telle que la densité de la loi de
X, est po € L?(IR") .

o
Sous cette probabilité P, 7 est la filtration d’un processus de Wiener. De plus on a la formule
suivante :

_ Elp(X0) 2 %]

Elp(Xe)| 7] 5
E|Z:| 7]

1

pour tout ¢ mesurable et bornée .
Cette formule permet de ramener les calculs sur la probabilité P aux calculs des mémes

-]
expressions sur la probabilité P, laquelle a les “bonnes propriétés” .
Considérons 'opérateur aux dérivées partielles L :

1« a? - F]
= = () ———— bi(t, z)— .
L 2 UZ___I 2 ’)az.-az,« * Z:l il ’)az.-

L est appelé le générateur infinitésimal associé 3 I'EDS (1). Soit L* son opérateur adjoint.
L’équation aux dérivées partielles stochastique { Equation de Zakai ) ,

dep(t,z) = (L°p)(t, 2)dt + A(t, 2)p(t, £)dY. (3)

admet une solution 7, - adaptée

pe L0, §r, P HY) n L*((, Gr, P);C([0,T); LA(R™)))

qui n’est autre que la densité de la loi conditionnelle, non normalisée, de X sachant % (cf.
{Pardoux]) } :

[ #taeteldz = Elo(x0ziA
R~
On obtient donc ,

[~ p(t, 2)p(2)dz
Jg_ p(t z)dz

f _q(t,z)p(z)dz

Elp(Xe)| %]

i

p(t, )

————————— est |a densité conditionnelle (normalisée) de X; ;achant .
[~ p(t z)dz

ol q(t,z) =

P e
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1.3 Filtrage non linéaire approché

On a vu que la densité conditionnelle g(¢, ) est la solution compléte du probi2éme de filtrage,

i.e. dans la plus part des cas, on ne peut pas calculer X, = E|X.|%] sans calculer toute la loi
conditionnelle .

Dans le cas linéaire, les processus qui interviennent dans le SDS (2) sont des processus
gaussiens, les lois conditionnelles g(¢, ) le sont aussi et elles sont donc caracterisées par la
moyenne et la covariance. La situation est différente dans le cas non linéaire : Les processus ne
sont pas nécessairement gaussiens et, en général, il n’existe pas un ensemble fini de parameétres
qui caractérisent ces densités. L’évolution de la loi conditionnelle dépend alors de 1’évolution
d’un nombre infini de parameétres, ce qui répresente une difficulté au niveau de la résolution
numérique .

Soit X, = E[X|%]

et

P, = E|(X¢ — X¢)(Xe — Xe)i| ] , “matrice de covariance de Uerreur d’estimation” .
Les équations d’évolution pour X, et P, sont :

5(t|xt)dt + (X,h(’t-,\X,)T - Xt;‘(t,xt)T)

OO (dY. - (t,x,)dt)

ou "~ désigne l'opérateur “espérance conditionnelle” ( wa,) 2 E[v(Xe)| %] )-
A 1a place de ces équations on peut utiliser des équations approchées, par exemple celles

du filtre de Kalman étendu .
Le filtre de Kalman étendu :

On fait I’hypothése que I’estimée X, est connue et peut donc étre exploitée pour coustruire
des développements en série de Taylor autours de X; = X;. On obtient ainsi un systéme
linéaire en X, :

ab N 5
dx' [b(t, Xg) + 'a—}:(t,XQ) (X¢ - XQ)] dt + O'(t, Xg)de

oh . < -
dY, [h(t'xt) + —(t) Xt] (xt - Xt)] dt + 9(‘) Xt)dwt
axX,

Ii suffit maintenant d’appliquer le filtre de Kalman classique .

| AL/

LA ]
g T

b
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On obtient les équations :

dX, = b(t, X.)dt + K(t) [y¢ - h(z,k.)] dt
{ équation d’estimation de l’état )
dP, . N - N
d—; = F(t,X)P. + PFT(t,X,) - PRHT(t, X, )R- (t)H(t, X¢) P
+Q(t)
( équation de covariance de erreur)
K(t) = PHT(t, X,)R'(t) ( ezpression du gain )

ol
Q(t) = oft, X¢) o (t, Xy)
R(t) = g(t, X,) g7 (t, Xo)

F(t, X)) = a"_"(:, x,)l

x’ X,=X,

. dh
H{t, X,) = EI_Y:(" Xt)

X=X,

Plagons - nous i...- l1a situation ol les observations sont prises en temps discret .

(7)

Entre les observations, X, et P, vérifient les équations d’évolution (4) et (5) avec R~! = 0,

di’, = b(t, Xg)dt . ng_‘ = X:Ql
dP, . .
d—t‘ = F(t,X)P + PFT(t,%)+Q(t), P,_, =P

Au moment ol on fait une observation on obtient les équations d’actualisation :

X’: = X*+ K [yk - hk(j(f)] ( mise & jour de ’estimation de ’erreur)
Pf = (I - KeHy| P* ( mise & jour de la covariance de Uerreur )
Ke = P*HT[H.P*HT + Ri]™' ( matrice de gain )
ol
Ahy
Hy = —(t, X
* ax‘( ‘) xt'—'x"i
R(!k)
Ry = ———
5T e~ tee)

X* et P* sont les solutions de (8) prisent en ¢ = #.

Les équations (8) et (9) constituent les “équations du filtre de Kalman étendu continu -

discret”.

.

(8)

(9)

o
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1 PROCESSUS DE DIFFUSION ET FILTRAGE NON LINEAIRE 9

1.4 Discrétisation d’une diffusion

Soit X, un processus Markovien de diffusion, solution de I’équation différentielle stochastique :
dXe = 6(X,)dt + o(X,)dW, , Xo = X°. (10)
On veut simuler, 4 ’aide d’un ordinateur, le processus X .
On approche donc ’équation (10) par I’équation discréte :

X, = f(Xe ;W) t¢=i%(i=0,l,...,N) (11)

141

selon une partition de l'intervalle [0, T].
Discrétisation et simulation de 'EDS (10) :

Supposons qu’on connait une réalisation du processus de Wiener, {(W,(w) ; t > 0}, et qu’on
veut calculer une approximation de la trajectoire du signal {X;(w) ; t > 0}, correspondante
3 cette réalisation.

Dans ce qui suit X designera le processus simulé qui approche le processus X .

On a déja vu que, sous certaines hypothéses (voir paragraphe 1.1.3 ; Théoréme d’existence
et unicité ) la solution de (10)_ éxiste et est unique. Il nous faut maintenant voir comment
construire une approximation X d’une telle solution .

On aimerait avoir un schéma pour ce calcul tel que :

E(IXe - X' 1) y o — O
o XV est le processus défini par XY = Xﬁv £

Le plus intéressant, “a priori®, serait celui qui rend E (]| X, — X ||?) le plus petit possible,
ie. tel que E ([|X; ~ X)) = 0 (§5), avec p le plus petit possible.

Pour le cas particulier od o(X,) = 0, ’équation (10) est une équation différentielle ordinaire
et les schémas de calcul d’une approximation de la solution A chaque instant t; sont bLien
connus.

Dans le cas général, les schémas pour p = 1 et p = 2 qui suivent sont les plus utilisés. (Les
schémas d’ordre 3 sont trop complexes pour &tre utilisés en pratique.)

1.4.1 Cas unidimensionnel

a . Le schéma de Euler:
D’aprés (10),

¢ ¢

Xe = Xy~ +/ b(X.)ds+/ o(X,)dW, .
P o

En supposant o(X,) =~ o(X/) oun obtient :
XV, = XV + Lo XN)+o(XY)AYWyy,
Xy = x°

.
ot A¥Wy,, = W,n — Wy~ est un bruit blanc gaussien discret de variance z.
+1 t,.'“ L3 N

$37) ’.’ r."'{"'f ‘ '1'5"" a e’ ." V o 'V' - (5ol N -.'- »’ 8t ~v- - '~. \-\" [V .‘-"' TN S g B \ I’\\ NN‘"‘- A
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'.
.ﬁ
v
2~
4
b

Ce schéma permet la construction d’une suite (X )y em qui converge en moyenne quadra-

tique vers X; ,V¢t > 0 et, étant b et 0 uniformement continues lipschitziennes, on a : : :
g" 3
1 .
2
E(x) -x)=0 (Tv?) .'.‘
)

ce qui correspond A un erreur d’ordre 0 (-\7‘.17—) dans 'intégrale de Ito.

b . Le schéma de Miishtein : ~
Ce schéma est obtenu en utilisant la formule de Ito sous forme intégrale : '
. ] 1 s ]
o(X,) = o(X,v) +[ b(X,)o'(X,)dr +f o(X,)o' (X, )dW, + 5/ o} (X,)e"(X,)dr. [ ]
e o ey o
f
Si dans cette expréssion on néglige la 1.°27¢ et la 3.”*™¢ intégrales on obtient : ;.\.
t _ ¢ ] ‘
- / o(X,)dW, =~ AW o(XY)+ / / o(X,)o' (X, )dW, dW, A
ey ty Sy S
t O
= A Wepio(XE) +oo'(XE) [ (W -wl)aw,, 2
5
I
ce qui correspond 3 approximer o{X,) par: :-___\
X
o(X{) + o' (X[ )a(X{) (W, - W) P
» t N ~ A .. . 'f"
L’intégrale I = feN (W, - W, )dW, peut &tre calculée explicitement de la fagon suivante : S
13
lf g
v
d(Wp2) = 2W.dW, +dt  ( Formule de Ito) ;:.‘, )
t v,
woaw, = >[w2-wd'|--) b
e 2 \
= Ywrowrl oty -wp W - Wl -
I = W i (t-tf) -wi [w, %) -'§
1 2 4 o>
= W -wiT - - Y
Rt
D’ou : »
o
< < T ° 1 T < - A
an =X + Tv"b(xf) + AYWi0(XY) + 2 [ANW:H - TV_] o(X{)e'(X{) n
I--"
{ XV, = XY+ DHEY) + (X)) AV Wiy + (XY (XY (AW ) o
l.e. - -
x = X° ,oixb:b—%a'a.
o
On a le résultat suivant (cf. [Pardoux - Talay] ) : NG
4
8i ‘:.-
i) E(X3) < Y.
:.,
ii) b et o sont de classe C? ®
iii) b,b',0 et o' sont uniformement lipschitziennes DS
£
‘.; )
kx‘ {
I3
B At s A N T G A T AT R A G R D A A A A R S \'x\~."§:: :
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‘!:l.
alors ]
- g
la suite (X ), définie par le schéma précédent, vérifie : .
o

BOXY - X =0 (7

) eI,

=Y

ot {XYN,t > 0} est définie par X} = X, et IN(T) = {pT ;p € IN}.

9] r
I
On a donc un erreur d’ordre 0 (4). i~
"
lw L)
1.4.2 Cas multidimensionnel 1
On considére I’équation : »
-
n ‘.I
dX, = b(X.)dt + 3_o;(Xe)dWS,  Xo = X° ;
j=1
b
avec les mémes hypothéses pour Xg,b et o et oi {W.!,...,W/ ;t > 0} sont des % - processus K
de Wiener standard mutuellement indépendants. \'}
On a le schéma de Euler: 7y
{ P, o= X+ LXF)+ T (XY AN w,) ol
¥ = x° N
et le schéma de Milshtesin : -
“u
>
- n - . a,
Xy = XY BRY) + Sl o (XY) 6% OV, ) 7
- - 8 : %
+%2:j=1”:'( ))cv)”j(xllcv)AN(WI:H)AN(W:H) :-'."
x¥ = x° o
~ B 1 n ’ ' 30';- :
onb=>b-137 0,0, e o= (a—zk)“‘ . , ;

Sous les mémes hypothéses de régularité on a encore :

E(IX. - X¥|?) = 0 (%)

g

pour les deux schémas.
Si on impose certaines conditions de comutativité on peut établir un résultat équivalent a

LA L A S X ?-y i

celui du paragraphe 1.4.1, pour le cas multidimensionnel. N
Y
Dans le cas linéaire, !,
{ dX, = FX.dt+ GaWw, (12) e
X(l = XO \.‘; A
~
on connait la solution explicite : -.‘; ‘
t . :'.‘
X, =exp(F't}X0+/ exp (F(t - s)}GaW, b
0 ,‘:
.:-,
. ‘.I
RY
Iv.
A
| |
b

{.
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L I
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Pour obtenir la solution de 1’équation discrétisée il suffit de remarquer que :

tapn
XE = exp {F(tfy, - O}XY + [ exp (PO, - )} X Gaw,

tx

i.e. on peut construire ’approximation :
XN =0 XY + &,
ol

P ée"P {F(tﬁ’,‘ - tﬁ)}

et

o

f::'“ exp { F(t),, — s)}GdW, est un bruit blanc de variance Qf ,

Ex

tegt
o LEGE) = [ exp{Fltty, - 9)}GC" exp {Fr(tl,, - o)}

T

En particulier, en dimension 1, on a :

exp {2F (¢l , -t} -1
qf - @RUFUE B -1 g, _a)

pour ANt = ¢, | — tl “petit”.

et
Xk”«}-l = ¢kaN +fk o X,f’ +FA~tk+lX:.I +GA~‘Wk+] s

ot A¥Wy,, est un bruit blanc gaussien de variance Q.

Pour simuler un probléme de filtrage non linéaire il suffit de simuler le signal { XY }x comme
ci-dessus. Les observations sont obtenues en posant :

9 = (Y X)) + g(Xi) vk

olt vk est un bruit blanc, vg ~ N(0, %)

1.5 Un exemple

On considere I’exemple trés simple d’un probléme de ballistique ol seulement I’équation
d’observation est bruitée. On veut suivre le mouvement d’un objet en chute libre A travers
I’atmosphere et on dispose d’un radar dont la position est illustrée par les figures a et b.

FRTERY
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l"
4
{4
d A
, L
. -~
s ;
td i f
___________ 'y —_—— - { I'-'
A | A
o | 7 |
| | | ,.
= "o | -
i i ] g
| | 1 '
P i :’:‘
Of
:.G
. - ‘
Fig. a Fig. b "
On considére ce mouvement modélisé en dimension 2, en supposant que ’'objet tombe en l
ligne droite A une distance \/r? + (z — r;)? du radar, z étant la hauteur de 'objet au dessus ::
de la surface terrestre, A chaque instant. (La figure a est un cas particulier ot r{ = r = 0.) -:
]
Les variables d’état sont : .ﬁ
I, = I A y
z; = £ { vitesse ) Y
z3 = p ( B est le coefficient ballistique de }’objet )

Les équations du mouvement sont :

B T

z, I, 22 z,
22 | =] d-g¢g ,m‘ld:pi—g—etp-—-poexp—-k—
Z3 0 Z3 P
et I'équation d’observation est : . ':,
'’
v = \/r? 4+ (zp ~ ) + vk, vk ~ N(O,r). bt
)
On a comme conditions initiales : =~
Po = 0 qu 0 =
0 0 pS )
L.es matrices de dérivées qui interviennent dans les équations du filtre de Kalman étendu sont 7.'
A
. "‘L
0 1 0 =
d Zq d [ z, ~-ry ,
F=| -— p— —~— | etH= 00 -~
k, pz;; I3 Vit (zf - ra)?
0 0 0 ‘

Les résultats suivants on été obtenus pour :
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po = 3.4 X 1072 lbsec®/ft* , g = 32.2 ft/sec? , k, = 22000 ft
r=100 ft*/Hz

X(0) ~ N(10° ft, 500 ft?)

X(0) ~ N(~6000 ft/sec, 2 x 10* ft?/sec?)

B ~ N(20001b/ft?, 2.5 x 105 b3/ ft4)

ply =500 fi? | pJ, = 2 x 10* ft3/sec? | pJ; = 2.5 x 10% 1b?/ ft4.

Les courbes répresentent respectivement I’erreur de position, vitesse et coefficient ballis-
tique, ainsi que les racines carrées des éléments sur la diagonale de P, lesquelles estiment
1’écart type de I’erreur.

La simulation de I’observation a été faite sur 90 points et un programme général, capable
de résoudre le probléme de filtrage associé & des équations d’état et d’observation de dimension
n et m (respectiv.), a été élaboré. Pour chaque exemple il suffira de donner en sous-programme
les fonctions et les matrices intervenantes.

0.100E+03
0.800E+02
0.600E+02

0.400E+02

—
Pom
= 0.200E+02-
=
=
.= 0.284E.06
=
=
Py /______———-——\___
2. -0.200E+02
<L
= .0.400E+024
L )
=
(54 Id
=  .0.600E+02-
L
L
.0.800E+02 -
o o o > o o 2 =] : = (=]
2 - w “ ~ -3 - - - - -
=4 - -3 - ~ =3 o ~ -~ [ o
o D =] > =3 =4 » o -~ »~ =
> - * + * * - » > +* »*
> -4 =] o o 2 =] = =3 = =
g & =2 = & 2 & g & =& =8

temps ( sec.)

On constate que I’erreur associée au coefficient ballistique reste “assez grande” au début.
Ce comportement est du au fait que, pour des raisons physiques, les mesures obtenues pendant
que l'objet traverse, A grande altitude, une atmosph2re de basse densité, contiennent peu

d’information sur 8.
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A

l-;,

a_ s .
—

< o X L

TR RANARS

3

0.300E+03 ~

~)
W
0.250E+03 A
h
A
0.200E+03 N
0.150E+03 o
.
—_
2 0.100E+03
<2
— -
e
~ 0.500E+02 v
2 w']
= "
A 0.793E-06 7 ——— =
= i
-
<  -0.500E+024 o
[ - -
= R
g -0.100E+03 - >
Y
s 0
-0.1S0E+03 J =
o o < o o o o o o o ; .
g £ £ £ § § z § I & = N
m =N L3 b Ed ™ m m m T Id -u
§ 5 3 ) & 3 3 -3 3 & S Ry
- = - = - 1] ~ -~ N, 5] » M
~
l',- \
E
temps { sec.)

." .o ." A 4 .}\{'.- “'..,'l‘,ﬁ"‘vll‘n - '.)

-
ﬂnt
.
N

"

L 4 I‘I fsr“!"r..r‘:

.
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0.600E+03
0.480E+03 -
0.360E+03 4
0.240£+03 1
0.120E+03
= -0.238£-03 AN
= wlv o
—
2 -0.120E+03 -
o
3 -0.240E+03 A
L)
=
L .0.360E+03 A
T
o
-0.480E+03 -
—
e © > o o ) o o a > o "
b = > 3 2 b 2 2 e \
2 &8 & %2 £ § B B & & &8 )
b5t m = bl = m bd " m b b L
+ 3 . b P Py * + v T ]
g &2 2 2 2 & 3 & & 3, = Ay
2 2 2 2 L )
Y
¢
. hY
temps ( sec.) S
o
R4
X
>
N
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o
2 Le filtre de Katzur-Picard .
.
2.1 Présentation du filtre :‘:
Considérons le probleme de filtrage non linéaire unidimensionnel décrit par les équations d’état l’..
et d’observation : W,
dX¢ = b(X¢ )dt + 0(Xg)dW¢ e
dY, = h(X,)dt + cdW, e
avec les hypoth2ses du chapitre précédent. '-:.-':.
On s’intéresse A 'estimation du signal pour les petites valeurs de la covariance du bruit ".;-"
d’observation. i_

Soit X, le filtre optimal (donné par ’équation de Zakai).
Selon un résultat du & Picard (cf. [Picard]}, si set A’ sont uniformement positives, sous
certaines hypothéses,

22

3,
5

X=X, + 0(Ve) (13)

au sens ol le processus ¢; = 5(, — X (dépendant de ¢} vérifie :

o

ik

Jeg >0 : VEg>0etI<g< oo Je: sup lefly, < Ve Ve < . T

ta<t<oo T
.':‘u

On peut estimer X, A l'aide du filtre de Kalman étendu X% (voir 1.3, équations (4) et b
{5))etona: 4]
XKE = X, + Ole) . (14) B

J. Picard, A qui on doit ausei le résultat précédent, a proposé un filtre approché plus simple n
que le filtre de Kalman étendu. Son équation est : :" "
o(M, N

dM, = b(M,)dt + —(—et_) (dY, — h(M,)dt) . (15) "

Ce filtre approche le filtre optimal avec une erreur du méme ordre que le filire de Kalman
étenduy, i.e. i |
M, =X, + Ole). (16) by
En ce qui concerne 'estimation du signal on a alors, dans les deux cas, - .: 3
~ l* 4
XKE = X, + O(Ve) (17) A

et .
M, = X, + 0(Ve) (18) :.r:
Ce sont ces deux résultats qu’on a essayé de vérifier numériquement. ::
’
s

¢

Dans les équations du filtre de Kalman (voir 1.3, équations (4) et (5) ), et dans I’équation :m
e

du filtre de Katzur-Picard, le terme en facteur de ; est lui-méme d’ordre ¢ :

-.:.

’
a_w

¢,

On se place dans le cas particulier od ¢ = C*.
D’apres (15},

h ]
»

>

AR

tatr g [+
M':’{-l = My +/ b(M,)ds + ;/ (dY, ~ h(Mﬂ)ds) . (19)
t P A

L] L]

‘l,' "
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2 LE FILTRE DE KATZUR-PICARD 18

dY; = il,dt + dvg, ol v, est I’innovation
et
he £ E(A(X)(F] = h(Xe) + O(e),

. . . o\ 32
puisque A(X:) = A(X.) + A'(X.) (x, - X,) + $h(X,) (x. - x,) +o.et
d’aprés (13).

Donc,
dYe - A(Me)dt = du, + (he — A(M)) dt ,
ol ke — h(M,) = h(i’,) ~ h{M} + O(e), car h est supposée lipschitzienne et
- tega
X: — M, = O(¢) d’aprés (16). Alors l’intégrale/ (dY, — h(M,)ds) est d’ordre

tx
o
& et quand £ — 0 le facteur z dans 'expression (19) est “compensé® par cette

intégrale.
On peut s’attendre A ce que la discrétisation des équations détruise cette “compensation”

et que, pour les petites valeurs de ¢, il soit necéssaire d’utiliser des petits pas de temps A ¢.

2.2 Discretisation de 1’équation du filtre de Katzur-Picard
2.2.1 Premi2re méthode
Un schéma de discrétisation possible pour I’équation {15) est obtenu de la fagon suivante :
tass 1 tetn
M,::“ =M~ + /“ b(M.)ds + . -/t.. a(M,) (dY, - h(M,)ds) .

Si on suppose que b(M,) =~ (MY ), h(M,) = h(M¥) et (M, ~ s(M{¥)on a:

o N — N CANYAN ”(M:’) Ny INVAN
My = MY + (M)A e, + (A% Vi o — (MY )ANt )
k=0,1,... . N—-1
i.e. Ve
Vi = MY 2 (M AY U(MI:V)(-N _h(MN
M7, = M + (M)A by + g — MMEY)) (20)

£
k=0,1,...,N -1

Il 8’agit d’un schéma d’Euler.

2.2.2 Deuxiéme méthode

On propose une modification de la discrétisation considéré dans le paragraphe précédent
{équation (20) ).

Cus
On rappelle (voir 2.1) que / (dY. — h(M,)ds) est d’ordre € mais, en discrétisant, on
t

L]
calcule une valeur approchée de cette intégrale avec une erreur qui n’est pas d’ordre ¢.
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2 LE FILTRE DE KATZUR-PICARD 19

Pour éviter un acroissement abrupt dans ’équation (20) quand ¢ « A¥¢ on peut penser i

1 . . .
remplacer le facteur — dans cette équation par le facteur , i.e. on aurrait le schéma :
€

£+ cA¥¢t
_ _ _ c{MN) _ _
M,:v+| = M,:v + b(M}‘v)ANt + €_+_C_Ak-Tt (ANYk+1 - h(M,iv)ANt) (21)

pour k=0,1,...,N — 1.

On espere alors que quand ¢ « A¥t la quantité £ + cAN¢t ~ cA¥¢ ne sera plus “trop
petite” et quand € » AYt on aura ¢ + cANt ~ ¢, c’est A dire, on retrouvera le schéma
précédent (équation (20) ).

C’est d’ailleurs le méme type de raisonnement qui a été utilisé pour discrétiser les équations
du filtre de Kalman étendu.
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3 APPLICATION 20

3 Application

3.1 Motivation
Considérong le systéme non linéaire décrit par :
dX,
dY;
ol W._et W sont des processus de Wiener standard.
On fait les hypothéses du chapitre 1.

Supposons que la fonction A est bijective “suffisamment régulidre® et que ¢ = 0. Alors, on
peut poser h(X;) = Z; et, d’aprés la formule de Ito, on a :

1

b(X,)dt + U(Xg)de

i

13%h
23X?

dz, = (x,)dx, (Xe)oo'dt (23)

et, puisque X; = h~'(Z,), on a une équation en Z, = Y, (les trajectoires de Y sont différen-
tiables). En plus X, peut &tre connu exactement : X; = h~'(Z,).

On considére donc l'exemple suivant, unidimensionnel, ou b est une fonction linéaire de
X et h une fonction injective, dépendant d’un paramétre A, tels que :

Alim hy = hgg,avec hyy: [0, T]xIR — IR
— a0
(t:xt) ~ X

On aura donc pour A “assez grand™ un systéme “presque linéaire” et pour £ “assez petit” les
observations seront peu bruitées, de fagon a s’approcher du systéme :

dX; = ~pfX.dt+ ocdW,
dY, = X,dt

dont on connait la sclution X, = Y.
On prend o = C*.

3.2 L’exemple concret
Les équations d’état et d’observation sont respectivement :

dX, = -fXedt+qtdW,, Xo ~ N(po,0%,)

dY,

i

X -
Aarctan (f) dt + edW,, Yo=0
ol g et 0% sont donnés.

a. La simulation de la trajectoire (X, (w))yc,<r conduit (voir chapitre 1} i la formule re-
currente :

T
Xy = exp{-200N ) K] + &, ANt =

ol (€x)x est un bruit blanc de variance

1 - exp{-28ANt) ‘
24 '
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3 APPLICATION 21

Pour la simulation de I’observation (yk)x=o.1.
différentes :

...N on peut procéder de deux maniéres

1. Pour chaque pas de temps A¥¢, § est donné par:
U = he(ty  XY) + evi
oll vi est un bruit blanc gaussien de variance A¥¢.

2. On simule d’abord I’observation pour un pas de temps trés petit AM¢ et on utilise cette
information pour obtenir ’'observation pour un pas de temps A¥ ¢ (M multiple de N),

i.e.
AVY, _ _
Vi1 = —— L avec ANV, = Y,“il -y
ot Y., est donné par:

Y, =PM + 1M +eaMuw,,, N=M/l, k=p/leIN.

et (wp)p est un bruit blanc gaussien standard, l,‘f‘ est une approximation de l'intégrale

':‘+x
/ h(X,)ds,
t™
14
par exemple, [M = A(X}M )aMt.
-PM 7'A1l }7’&:2 Ypﬁ' ?rA-:u
] ] 1 1 ! R S N R
T T T
vy i "

b. L’application des équations du filtre de Kalman étendu continu-discret suppose d’abord
une étape de prédiction, selon laquelle oa a i résoudre deux équations différentielles ordinaires
(voir chapitre 1). Pour cet exemple on connait leur solution explicite :

e
+*
¥

il

X% 4 exp{~268aVt4, )

PE*Y = (Py - o?)exp{-28A"tes ) + 0 5%)'

(ot o? =

Les équations d’actualisation sont :

i’: = X*+ K. [yk—h(k'f)] , ouh(z)=2A arctan§
- 1
Pt - [ - KkH(X’j] Pt ouw H(z)= -
1+ ($)

H(X*) ¢? .

Ky = PFf -7 , oh Ry = ————.
* H3(X*)P* ; R, T AN,
R R A S v Y RS A Ny A W, S A A A A S AR

PR CVESAY
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3 APPLICATION 22

L’application de I’ équation du filtre de Karzur-Picard conduit, selon la discrétisation 2.2.1,
a 1’équation :

Bl = B+ (~p Ff) a¥e 4 YT [ ()] A
et, selon la discrétisation 2.2.2, i I’équation :

Bl = B+ (~p ) A%ty L (g i) ane
€+ cANt
Pour chaque de ces trois schémas on calcule la moyenne empirique de !’erreur sur N
simulations indépendantes :

nx(e,ANt) = —LZ(X;;—X;;) Jk=0,1,...,N

et 'erreur quadratique moyenne :

N
e, AN E) = %i(x;_x;)’ E=0,1,... N,

i=1

On calcule aussi la moyenne suivante (sur les [¥/2] + 1 derniers instants) :

N
r(e, ANt = ——*—[N/;I o Z Vsile, AN )

=[N/

et on fait des répresentations graphiques des valeurs de r pour les différentes valeurs de A¥¢
et de ¢.

3.2.1 Les résultats

a. Les résultats obtenus par le filtre de Kalman étendu

a.1l. Sion considére la simulation de ’observation décrite en premier dang paragraphe 3.2 on
constate le phénoméne suivant : Bien que le pas de temps n’ait pas beaucoup d’infiluence sur
'ordre de grandeur de |’erreur quadratique moyenne pour £ “assez grand” (¢ = 1 ou £ = .1}
il n’est pas de méme pour £ “petit”. Dans ce dernier cas ’erreur augmente, presque toujours,
quand le pas de temps A¥ ¢ diminue. Bien qu’on ne sache pas expliquer cette augmentation, il
n’y a pas de raison pour que le contraire se produise : puisqu’il s’agit de simulations distinctes
on ne peut pas parler de gain d’information quand le pas de temps diminue. (voir la figure 1)
a.2. On considere maintenant la 2°*™¢ simulation décrite dans le méme paragraphe.

Pour cette nouvelle fagon de simuler I’observation, on peut dire qu’on gagne de I’information
si on diminue le pas de temps et on s’attend donc i ce que Perreur quadratique moyenne
diminue (ou reste constante} avec le pas de temps. (voir la figure 2}

Comme dans le cas précédent on a, pour les “grandes” valeurs de £, une erreur quadratique
moyenne qui ne dépend pratiquement pas du pas de temps mais, par contre, pour les “petites®
valeurs de ¢, cette erreur diminue avec le pas de temps At pour se stabiliser des que At est
“assez petit” (At = ¢). Pour les 2 derniéres valeurs de ¢ (¢ = 1074 et ¢ = 1073} l'erreur

.
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0.100E-04

' 0.316E~041

I a
-
2 0.100E-03 )
§ {
2 0.316E-03
4

0.100E-02

0.318E-02

0.100E-01

0.316E-01 1

0.100E+00

0.3 16E¢00J

T W ¥

00+3005°0
00+3962°0 {
DO+LLL 0 1
00+4201°0
[0 31090
10-Tv§E°0
10 3302 0
10-4€21°0
20-912L 0
70-4529 0
70-30§Z 0

r

-tog(pas de temps) ;

NN SSS

P A p

Figure 1: ’erreur quadratique moyenne en fonction du pas de temps, pour le filtre de Kalman
étendu (selon la premitre fagon de simuler).
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i

i

\ 0.100E-04

E 0.316E-04

o
3 E o.nooE-o:{
]
s

[ ] E’ J

) g o.316E-03

] 2

L =

? 0.100E.02 -

’

’ 0.316E-02

v

")

' 0.100E-01

g 0.316E-01

-

s

. 0.100E+00

>

’b.

' 0.316E+00
° =3 © © > o @ o ° o o
- ~ - - o - ~ - - - ~
=] © - =] =1 “ o ~ ~ »~ [
=3 -~ - ~ - E o - — w =3
m b T o m « o i = ™ ™
2 & 3 & = = = =2 3 =g &g

-

-log(pas de temps)

FAVN.EE N Ry NN XY

Figure 2: ’erreur quadratique moyenne en fonction du pas dc temps, pour le filtre de Kalman
étendu (selon la deuxiéme fagon de simuler).
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3 APPLICATION 25

quadratique moyenne n’a pas encore attent une valeur qu’on puisse considérer constante. En
outre, ’examen de la figure 1 montre que, dans ces 2 derniers cas, la valeur stabilisée de
.‘: I’erreur serait, en fait, plus grande que ce que laisse penser la figure 2.
On étudie en suite le comportement de ra.(€) en fonction de ¢, en utilisant des échelles
logarithmiques — uniquement pour les 4 premiéres valeurs de &, puisque pour les 2 derniéres on
n’a pas attent une situation “stable® -. On obtient des courbes polyédriques qui convergent,
quand At — 0, vers une droite, i.e.

1
—lograc(e) =+ p (—Elogs) .

{voir la figure 3)

pente = 0.106E+01
sama - 0.245SE+00
0.100E-01
0.158E-01
| |
-
i : 0.251E-01 -
' s
) = 0.398E-01
’ T
I 0.631E-01
! 0.100E+00
'
»
N 0.158E+00 -]
.
Yoo 0.251E+00
]
' 0.398E+00 ]
,
. 0‘6315000W
.
’ —
' =] o =] o < = o o < <o =3
bt - o e P w t 2 = - bt
i -3 = head ~ e — A - - =] =3
1 =3 - - -3 -— > o - - = =]
3 3 2 3 b4 =1 e S 2 2 S

-.5%log({epsilon)

Figure 3: I’erreur quadratique moyenne en fonction de &, pour le filtire de Kalman étendu.

Les valeurs trouvées pour p ety conduisent 4 ’approximation :

-0. .83
rac(e) ~ 1070-2450.53
On a donc, effectivement, une erreur quadratique moyenne d’ordre proche de Ve,

Xe - M, ~ 0(v3).
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M
&
. )
b. Les résultats obtenus pour le filtre de Katsur-Picard. On utilise la fagon de —~d
simuler 'observation décrite en 2'*™¢ au paragraphe 3.2. :ﬁ
b.1. Pour le schéma de discrétisation de 1’équation du filtre décrit au paragraphe 2.2.1, les ..l
courbes r.(At) et rae(€) sont représentées (respectiv.) dans les figures 4 et 6. %,
I"
0.100E-04 7 -:';
-':f
= O.IOOE-O'J% !
g :
2 0.100E-02- ."
i &,
£ o.100E-01 4 _‘(::'
- (€
- » v,
0.100E+00 J————"-"____7C -
7 7 »
0.100E+01 [
r
0.100E+02 -;::‘-
0.100E+03 A :’. g
-
Y
0.100E+04J ;!'
[
0.100E+05 U3
_:-.' 4
$ % % 2 s £ z - % & & %
& 3 3 2 2 2 2 2 2 3 2 P
log(pas de temps) R .i‘
v,
X
. R
N
Figure 4: l’erreur quadratique moyenne en fonction du pas de temps, pour le filtre de 7
Katzur-Picard. ]
e
»
On obtient, pour les “grandes” valeurs de ¢ (¢ = 1 ou £ = 0.1) des courbes r.(At) qui :
ressemblent 2 celles de la figure 2. Par contre, pour les “petites” valeurs de £, on commence \':
par avoir une erreur quadratique moyenne “énorme” pour les “grandes” valeurs de At et on by

o

attent un point “stable” pour les “petites” valeurs de At, sauf pour £ = 10" % et ¢ = 107° N
(voir la figure 4). 1 d
On a donc utilisé seulement les résultats obtenus pour les 4 premiéres valeurs de ¢ pour o
tracer les courbes ra (€), répresentés dans [a figure 6 (comparer avec les figures 3 et 7). :~:
On peut trouver une explication de ce comportement dans le fait que (voir chapitre 2), ::"
quand ¢ est “trop petit devant At” (¢ « At), on risque d’avoir des acroissements abrupts dans Y

I’équation récurrente du filtre. On obtient des courbes trés différentes de celles de la figure 3.
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0.100L-04
o.Jer-oaw
a
E O.lOOE-OZ!T
z 0.3\6E-0]-1
3
k3
0.100E.02
0.316E-02
0.100E-01
0.316E-01 4
0.100E +00
0.316E+00

00+4rol 0
Q0+drLl 0
40+3701 0
10 Arst 0
10 39070
10 4€21°0
2G-HILL O
10 48lv 0
t0 2057 0

104090 \K
—_—

00+4005 0

-

Jogipas de 1emps)

Figure 5: l'erreur quadratique moyenne en fonction du pas de temps, pour le filire de
Katzur-Picard.
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pente = 0 101E«O1
gama = 0 270E+~00

0.100E-01
0.251E-01 W
0.631E-01

0.138E+00

-logisqri{er qua.m.))

0.398E+00 -

0.100E+01

0.231E+01} -

0.631E+01 4

O0.138E+02

0.398E+02

7z

1044001 0
00+3105°0
001152 0
09I 0
10 41§90
109911 0
10 38510
0 4réc 0
10 A%6£ 0
10 400l 6
T0 3001 0

,

S*iogiepsiion)

Figure 6: I’erreur quadratique moyenne en fonction de ¢, pour le filtre de Katzur-Picard.
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pente = 0 101E+01
gama = 0.270E~+00
0.100E-01
0.138E-01
a
-
X 0.2S1E-01
&
= 0.398F-01
=3
K3
0.631E-01 o
0.100E +00
0.158E+00
0 251{E+00
0.398E+00
0.63 1 E+00
< 2> o -] =4 < = > Qo -] ~J
Z 2 ~ = s - = ~ P - =
g 2 = 3 2 - 4 2 - 2 32
T T < by - - - - T T -
S 2 2 = 2 2 2 8 2 =2 .=

-.$%log(epsilon)

LY

»
-
=
f

P s

Figure 7: 'erreur quadratique moyenne en fonction de ¢, pour le filtre de Katzur-Picard.
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On observe néanmoins que ces courbes tendent, quand At — 0, vers une droite d’équation
p
—logr=1+- -2-loge,

avec 7y =0.270 et p = 1.01, i.e.
r ~ 10~0-270 ;0505

et donc, quand & — 0, on a encore une érreur quadratique moyenne proche de 0(\/¢).

b.2. On considére dans la suite les résultats obtenus quand on utilise la modification du
schéma de discrétisation du filtre décrite au paragraphe 2.2.2.
On a pris la constante ¢ égale 3 1. Les figures 8 et 9 répresentent (respectivement) I’erreur

quadratique moyenne en fonction du pas de temps et ’erreur quadratique moyenne en fonction
de «.

0.100E .04
0.3165-04
2
=
$  0.100E-034
s
2 0.316E-03
3
s
0.100E-02
0.316E-02
0.100E-01
0.316E-01 A
0.100E+00
0.316E+00 z
-] =] > o =1 o -] =] (=3 =3 o
w ~ - - o - ~ - - - ~
=3 o ~ = =] “ > n~ ~ "~ w
=4 -~ e ~ -— e o - — w =3
$ & £ 3 =2 = =2 =2 =2 & &=

-log{pas de temps)

Figure 8: ’erreur quadratique moyenne en fonction du pas de temps, pour le filire de
Katzur-Picard (selon la modification 2.2.2).

On constate qu’on n'a plus le phénomene désagréable d’explosion de I’erreur pour les
grandes valeurs de At et les petites valeurs de ¢ et on obtient des valeurs stabilisées de r de
la méme ordre de grandeur de celles obtenues dans 3.2.1 (comparer les figures 8 et 5).
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>
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pentes = 0.9
gama - 0.3
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RO e
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0.251E-01t
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e
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0.631E-01

%Y

"y
ol L0
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Figure 9: I’erreur quadratique moyenne en fonction de ¢, pour le filtre de Katzur-Picard (selon
la modification 2.2.2). "
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3 APPLICATION 32 oy
o
)
Pour les courbes rae(€) de 'erreur quadratique moyenne en fonction de ¢ (voir la figure i
9) on a trouvé comme “droite limite”, quand At — 0, la droite d’équation : ,.:q
1 >
—lograe(e) = 0.318 + 0.914(—-2- log €), "::
S
i.e.
rac(e) & 1070-31450-457 e
On est maintenant un peu au dessous de ’ordre O(/¢) mais, par contre, on a une constante :}r
plus petite que celle de la figure 5. \'3"
RS
“-3 ;
3.2.2 Remarques ;”
On a vérifié numériquement les résultats (17) et (18) du chapitre 2. Effectivement, on a obtenu ::a
pour ces deux filtres, le filtre de Kalman étendu et le filtre de Katzur-Picard, la méme ordre Y
d’erreur. Il faut tout de méme remarquer la simplicité du deuxiéme filtre par rapport au ¢
premier. .
Il gerait intéressant de résoudre I’équation de Zakai pour obtenir la densité conditionnelle o7
q(t, z) et ainsi calculer le filtre optimal X,. Au lieu d’étudier I’erreur quadratique moyenne %
par rapport au signal simulé X; on pourrait alors faire la méme étude par rapport 3 X; et :-_.

essayer de vérifier numériquement le résultat théorique (16) (voir chapitre 2, paragraphe 2.1}
qui prédit un écart d’ordre ¢.

On pourrait aussi étudier numériquement |’écart entre le filtre de Kalman étendu et le
filtre de Katzur-Picard qui, théoriquement est d’ordre ¢.
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- Piecewice linear filtering with small observation noise.

...

)5:

W.H.. Fleming*, D. Ji* and E. Pardoux**
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Abstract : We consider a piecewise linear filtering problem with small observation noise. It is

‘T.“' e T

shown that one can construct an approximate finite dimensional filter which uses a bunch of

8

Kalmau filters, together with a test procedure to decide which Kalman filter to follow.
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1. Introduction.

", ”
o

The aim of this paper is to propose an approximate optimal filter for the filtering

problem :

21

dx, = f(x)dt + dw,
dy, = h(x,)dt + edv,

I‘:‘l:“:’..{':""' '

)

[

where (x,} is a scalar unobserved process, (y,} is a scalar observed process, € is a "small"”
parameter, {w,} and (v,} are mutually independent standard Wiener processes. We assume that

®
R=U 1Ii , where I, ..., I, are disjoint intervals, f and h are continuous mappings from
l:

ALY
.?'6{\"'-"‘-,'\.,'?

g 4

R into R, whose restrictions to each K, are affine.

<y
2

<
‘.'- L2

Roughly speaking, our result is as follows. Provided a certain "detectability hypothesis” is

s,
a

satisfied, an approximate optimal filter is given by one of a set of 2 Kalman filters, the decision

-

about which Kalman filter to follow for a given period of time being taken in view of the outputs of

P
PR

Y

the ¢ Kalman filters. .

.;w‘_ .
N

Let us sketch the general ideas on a simple example. Suppose that ¢ =2,1; =R_ and

I, =R, . Suppose that :
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We now consider the two linear filtering problems :

y %

-.:;.;s'

P X

dx, =F, x dt +dw,
(1+){

dy, = H, x, dt +edv,
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dx, =F_x dt+dw, Y
A (1) { _ ,
D dy,=H_ x dt +edyv, )
to which one associates two Kalman filters (KF,) and (KF), with outputs

b (%7, R*) and ( x7,R"). :
X If H, H_>O0, then h is one to one, and since € is small, we can almost deduce from :
3 {y,, s St} the current value of h (x,), hence of x, . More precisely, from the results of Picard ?
,,. [81,[91,[10] ( see also Katzur - Bobrovsky - Schuss [6], Bensoussan [1], Ji [5], we know that the

. conditional law of x, given ¥ =0 { y; 0 <s <t} has a small variance . !
é If forinstance x.* >0 and is significantly different from zero for any se[ t- o, t] (in which 3
:‘ the same is true for x.°), the conditional law of x, given ¥, is almost completely concentrated on :
3 ' R, (at least with probability almost one ) and consequently the output of (K F, ) is very close to ‘
:: the conditional law of x,, given ¥, ( as we will see below, the way in which (K F_ ) is initialized :
\‘ does not play a significant role ), at least with probability almost one. -
: Suppose now that H_ H. < 0. Then we need some " detectability hypothesis ". Indeed, if !
:':' f(x) =0 and h(x) =1 x|, then clearly the conditional law of X given Y, is symmetric with respect 3
\ to 0, and cannot be reasonably approximated by the output of a Kalman filter. g
. Suppose now that |H,! # |HI Then, for €=0, the quadratic variation of
:: fid_t‘ = h(x,) tells us whether x, < 0 or x, > 0 . .

E One may then expect that for € >0 but small, the conditional law of X, given ¥, has again a '
:’. small variance, and that a decision about which of ( K F) or (K F_) to follow might be reached :
f by comparing the outputs of these two filters. The proof these facts is the crucial step in our .
. argumentation. !
< Our result are illustrated by the numerical results in Fleming et all [3] . Let us insist upon the

: fact that the hypothesis of a high signal - to - noise ratio is crucial for the validity of the algorithm

E: which we propose . Without that hypothesis, the conditional law would spread out over the whole

7 real line, and probably none of the Kalman filters would give an acceptable approximation of the
A b
3 ;
a

; .«z
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conditional law. A totally different algorithm is proposed for that situation in Pardoux - Savona

(7).

B vt At !

Generalisations to higher dimensional situations, as well as to the case where f and h are

>

nonlinear and h piecewise one to one, will be considered elsewhere.

The paper is organised as follows. In section 2, we formulate precisely the problem and the
assumptions, as well as some technical results which will be needed in the sequel. Sections 3,4
and 5 study in detail the case where £=2, [[=R_,L=R_ ,and h is not globally one - to - one
and satisfies a "detectability hypothesis”. In section 6, we summarize an approximate filtering

procedure for the case studied in the previous sections, and indicate the procedure in the general

case.

2. Formulation of the problem and preliminary lemmas.

We consider the two-dimensional process {( XpY )t 20 } which solves the following

stochastic differential system :
t
Q1) x = xg+ [ f(x)ds + w,
t
22 y= [, hx)ds+ ev,

Here {w,} and {v,} are two mutually independent standard Wiener processes, x is a random
variable independent of { w,, v,;t2 0 } with E[exp(cxoz)] < o for some ¢ > 0, defined on a
probability space ( Q, ¥,P);f and h are continuous mappings from R into R , which
have the following special form. We assume that R = U, ;, I, where I,,..., [, are closed
intervals with disjoint interiors, and the restrictions of f and h to each 1, are affine functions, 1. e.

fx)=Fx+ f, , xe L 1€£1<0
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h(x)=H,x+ h; , xel;

1 b

1<i<¢
where Fy,...,F . f ... 6,,G; ..., Gy, 8-, 8 € R.
{x,} is an unobserved process,while {y,} is observed. We define :
Yy=0{y,; 0<s <t}
and seek to compute at each time t the conditional law of x, given ¥, . Our aim is in fact to

obtain an asymptotic result, as € — 0, concerning a finite dimensional filter to be described later.

.
»

We will assume throughout the paper that :

¥ v " nd
RN

ol

(H) H=0;1<i <2

let us now formulate a "detectability hypothesis" which will be assumed to hold throughout the

-

o ¥ ]
El’,l'.. -"-‘Fi"l -

paper :

For any point (i,j) € {1,...,8)° s.t.

0L
"}1'1

AL

.

(Hz) i#]j and h(Ii)mh(Ij) has a non void interior,

s
.’ x}n..x

2 2
I-I-‘;eHj

o

1‘5-’ E)

For i=1,..., £ , we can consider a Kalman filter (K F;), which is the optimal filter for the

(R

case where :
f(x)=F,x+f, , h(x)=Hix+hi,VxelR.

The Riccati equation for the conditional covariance in (K F;) reads :

e

OO
'f‘{"f’a"r‘ 't

dR! i
—at— = 2FiRl + 1-

i,2
(HR})

2
€

o

, ‘.-.}v "n “s "A4

‘)..

This equation has for small € a unique stable positive invariant solution, equal to :

P .‘5«' ~
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F.
Let us define K, = € Fll
i

+ sign(H,) .

The optimal Kalman filter associated to the initial law N(E(x;) , € K;/H;) is given by :

«F) dx; = (Fx, + f;)dt + — (dy, - H xidt)
. £
1

xp = E(xp)

In most of the paper, we will concentrate on the case £ = 2, in the which we will assume,

without loss of generality, that :

We will then use the notatons :
I_=II,F_=F1,H_=H1
I,=L,F =F,,H = H,

Let us close this section with three lemmas.

Lemma 2-1

Let U, ,..., Uy be i.i.d random variables, with joint law N( O, 8). Then for any

a>0 ,
M

'“2/28
P(max IUklza)S 1-11-e
1sk<M
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Consequently, when 8 - 0 and M — + oo in such a way that M§=C,

-82/26
P(maxlUkIZa)s Me
1<k<M

Proof :

If O isa r.v. withlaw N(O, 1),

AT AT

B T
alog ol ol

2 ’2/ -/
P61 > o) = 47 < 2

ﬁ:‘
‘. -

R

hah
CYh
b
Consequently, {5'
™
. J
’

P(]rsnéxM U, | <a)= [P(HJT‘: <7ag ”M

Lemma 2.2 z.
Let{ § ,n € N } beasequence of i.i.d. random variables. Let ® (u) =E [ exp (u é, ).
Suppose that @ is finite on a neighbourhood of the origin, and that {u; ® (u)<k} :sclosed

forany ke R, . Call i the common mean of the §'s. Forany 6 >0, there exist C>0 such

that forany ne N :

1“ -nC
P[|;21‘,§k-u|>9]ch .
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Proof:

Aol b

this is a large deviation estimate, which can be found e. g. in Ellis {2].

il LR e A

Wews

Lemma 2.3

Let {x,,t 2 0} denote the solution of (2.1).Then for any t > O, there exists

¢ >0 such that Ecxp[c(sup xf )] < 4oo .
O<s<t

Weryy s e,

R ¥y

Proof:

This is Theorem $5.7.2 in Kallianpur [5].
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3.- The case of two intervals with H_ H_ < 0. First step. N
We shall treatthe case H, > 0, H < 0 (i.e. h(x) 20,V x) and use the notations

| Hl=sup ( H, ,-H_ ), |Fl = sup (IF,},IF.l). Recall that assumption (Hj) is in force. ;':-?
’ N
Since we want to decide on which side of 0 x, is, we first need fo find intervals of time on -; )

: - .

which no zero crossing takes place, at least with conditional probability almost one.

d :': (

let 0 <a<b, M= ?———],andfor e =0,1,...,M-1, define : N
1 ::‘ i

Y, = N (YarCovtye Yavre) 2

"X
—~
a+ (B+)e o
1 :»:
S, = — h (x,) ds 4

€ =

a+l € bs
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VQ = ( Va+(c+1)s - Va+£ E)
Note that
Y,=S§, +V,

Define moreover the events :
B, (a,b)={x,>0;a<t<b)
B (a,b)={x,<0;a<t<b]}.
In case when there is no ambiguity, we shall simply write B, and B_.
Choose ¢ > 0, and define :

C=(1lY,l2c; 0<t< M-1)

Proposition 3.1

Forany ¢€; > 0,thereexists k s.t. forany ee (0, g)

P((B,UB_)/C) < ke ke

Proof :

If 1Y,12c and IVl € =, then IS,| > — , which implies that there exists

-

Lela+lega+(+1)e] st

and

Ix,1 2 ¢ = c/2MHI

It follows thaton (B, w B ) m C, we must have either :

-----
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c 1
sup 1V, I 2 5 N
0<ksM-1 ,:
or else A
»
2’
sup sup Ix -x,1 2 ¢ 0
0se<M-1  a4pess<icar(R+l)e
ol
"
From lemma 2.1, Vg >0, 3 ¢,>0 s.t., Vee (0g) , o
4
2
“ore M

c
P( sup IV i2)<c,e
0<e<M-1

= #
T ) '}b"n‘

Now, for a+2e<s<t<a+ (R+1)g,

R E L

s

x -x1<elF l(salslgbl x D +1lw - wl

-

Consequently,

NG %
e

4
-
- -

“7

{ sup sup Ix,-xJ2c, }c .
L EM-1 g4pessca<a(b+l)e

o

PHAA

3 e

AL
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c { sup/x,/ 2 - }ou [ sup sup /w,o-w /2 -— ],
asish 2e/F/ PM1 aspesicar(eel)e arte 4

L
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It follows readily from lemma 2.3 that there exists ¢,. s. t.:
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c
P(sup Ix|2 -—l-) Scye
a<i<b 2€lFl

2
-cofe

Noting that the sequence

{ sup [w, - w

a+le
a+le<t<a+{@+1)e

and that :

¢ %
P( sup w -w |2 "47) =2P (stl 2 T)

a+be
a+pesisa+HP+1)e

It follows from the proof of lemma 2.1 that

c
1
P( sup sup [we-w,,ll 2 vy )<cye
e<M-1 arpectsas(b+1)e

-c3/€

e

Finally, it easily follows from the above that P(C) is of the order of one, Ve >0 .

| ;a<e<M-1} is iid. ,
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4. The case of two intervals with H_ H_<0. Second step.
We now want to show that, once we know that no zero crossing has occured on [a,b]
with probability almost one, then we know whether {xp >0} or {x, <0} , with a very small

probability of error.

For that sake, let us define, with the notations introduced in the last section :

N
[

N og!
=
x
=
vN

On B,

Y Yy = Sp =Sy + V-V,

e+l 7

a+(t+1)e a+(R+H)E . s+€
H+ H+F+
=—€- (W, om We ds + V-V + . Xydu ds
a+ee a+lbe s
1 2 1
Z = — a, + — +2a
e D-a yogq ! b'aﬂodd(B! By )

where : )




a+(1+1)e
H+
= : v, -
aE € (ws+£ WS)dS + 4 \/e
a+lg
a+Hl+1)e .s+€
H F
B, = M x, duds
€
a+Le s

Note that o, ~ N(O,2e(1 + H+2/ 3)),and both sequences {a,; £ odd} and {oy;

£ even } are i.i.d..Call M, the number of odd integers in the interval [0, M -1],and M, the

number of even integers on the same interval, and define =572’ Pe= 52 Note that

P, and p, are bothcloseto 1/2.
We are going to show that :

Lemma 4.1

For any 6 and €3> 0 , there exists ¢ >O0s.tforany g€ (0, ¢p) ,

eV &
€

IN

C

2
p({lz:_zpo (1+ -2 emm}

c/V €
€

IA

H2
P[{[z:_zpo. (1+T')|z emB,] c

and similar estimates hold with Z.° replacedby Z. %, p, by p, .

Let us first see the conclusion which can be drawn from lemma 4.1. Suppose to fix the ideas

that H,2>H2 .

Define :
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Proposition 4.2 -
5
For any £0>O , there exists k s.t. g

gl 4

P(BS/C,) < ke*/VE

o

and

e K

{I a

y e

P(BS/C)<ke®/VE

»

forany €€ (0,¢g) .

P RIN
o

. ..:-‘t
o

Proof

Let us prove the first assertion. It suffices to estimate the quantity :

P(B,NnC,).

., H?
P(BNnC,)< P((B,uB)NC)+ P[B_m{lZEO-ZpO (1+T‘)Ize}]

where 0 = 3 ( Hf - H_2 ) . The desired estimate then follows from Proposition 3.1 and

Lemmad.l.D
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"
Let us prove the first estimate. We need to estimate the following three events : D!
! >
_ ]
; 2 2 b-a It
‘ G={2(ae-EaE) >Te}, it
g ¢ odd B
Ky
2 b :
-a
H={252|>Te}, -
2 odd ;,\
3
J b-a ‘:
: J = { z aDBQ > -6— 6 } . ;I
¢ odd b

~

-
,-

. The existence of ¢ >0 s.t. o
P(G)<ce °kE ':‘

follows from Lemma 2.2. Note moreover that

1 2 2 2 i

: e [52 < e(H.F,) sup X i
A £ odd e [11.1p) o

Ny
Using Lemma 2.3 and the Markov inequality, we then deduce the existence of ¢ >0 s.t. A
~

PH) <ce°k >

| 3

Note that: ?‘
J ( |a | }( I Xy | o 3

c sup |a sup  Ixpl | > e, o

(todd) 1€ [ty.1) 61H, F.I -

o

..'

1/4 ~

o | Oe U ] -1/4 ~

c sup Ja, | > o sup I x,l > € ~

(2 odd} : 6 H+ F+ l 1€ [11.15] ~,

-y

v

Using Lemma 2.1 and Lemma 2.3, we deduce :
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The result now follows from the three above estimates. O

5. The case of two intervals with H H_<0. Third step.
We want now to show how the decision between {x,>0} and {x, <0} can be made from

the outputs of the two Kalman filters (KF,) and (KF ) . For a<e <b , let us define the test

Statistics :
b b

1 + - 1 2 -2
L = - (H,x - Hx)dy, - ” (FH,x 1" - 1 H x] I”)ds .

Using the representation :
A
dy,=h ds+edv
A
where h, = E (h(x))/y,) and {v,} - the innovation - is a standard Wiener process. L. can be

rewritten in two ways :
b b
1

L= o | THexT - Hog Pos ) CHxT - Hoxay, +

b

1 + A +
+ — | (H.x; - Hx; )(hg - H, x;")ds
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1 A
+ — | (H_x - H x )hy - Hx)ds
£

e

Define C, (a,e) an C_(ae) asin § 4, but with the interval [a,b] replaced by [ae] .

Define morewer :

tT=inf{t; t=a+8e, P<M-1;1t 2e;

where c is the constant which is used for the definition of the event C .
We want to estimate :
E(f: |/};s - H+xs+ |2ds; C,(a,e) )
as well as the same quantity with + replaced by - .
We decompose :
h

~ ~ ~
+ + + +
s - Hoxg =h, - H x + H_(x - X )

where 3\(5* is the conditional mean of x, given ¥ , in the following filtering problem :

dx,
(5.3) .
dy[ = (h(xl) 1[,53} + H+ X, l[t>a] yde + EdVl .

(f(xp 1(‘531 + F, x‘llm} )de + dwt+

Definie A, =F x -f(x), v,=H,x, - h(x) ,

t t t t

Z = exp 7\.8 dw, -

t

0| —

dpP*
Then Z = 45|, . where P istheinitial law on (Q.F), and (w'}, (W) are mutually
t

independent standard Wiener process under P* .
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1
le=?\thdwl + ——ytZldvl,t >a;Z-=1

a
€

dy,=h(x) dt + e dv,

It follows from the theory of filtering that :

A +
where Z = E(Z/Y) ,h’ = E"(h(x)/¥), ¥, = E'(y/¥) and (V') is the

P, innovation,i.e.:

~ 4 +
dy, = H x dt + edv, , t2a

Clearly,
o~ 1~ ~ 4 A +
dZ, = ?Z:(H»,xt - h)dy,
t 1
A 1 N 1 ~, Al 2
Z = exp| — (I—I+ s h )dv - — IH,_ x ~ h 1°ds
€ 2¢
a a
A
Z‘! T .
But =~ = E Z—/S1 . It then follows from Jensen inequality and the fact that
Z e
[

C(ae)e ¥ :
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E IH,x; - h1"ds;C.(ae) | < € E IF, x, - f(x)1"ds; C (ae) |+

+ E| | 1H,x, - h(x)*ds; C (ae)

It now follows readily from Propostion 4.2 :

Lemma 5.1 For any g;>0, there exists k s.t. Vee (0 ,

T

~+ 2 . -kW ¢
E IH, %, - h1"ds; C (ae) | < ke

and the same result holds with + replacedby -. O

Note that the same bound holds for the quantity :

b

~ 2N
E{ | 1Hx' - h 1*ds; C (ae) M Clab)

-

We need now to estimate the difference l?(; -x"1, e<s<b . Note that {x{*, t2a}
and [’;f ,t<a) are solutions of the same linear filtering problem with different initial laws, the
second one being non gaussian. Let ¥ 2 = o{y,-vy,; a<s<t} ,t2a, Since Y, and o(x,)v
¥ 2 are conditionally independant given o(x ), for t2a,

(5.4) X = EY[EY (x/x,,92)/Y,].

Define x, * := E*(x,/x,,Y?) . X, 1s the output of a Kalman filter. More precisely, we
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Define K, (t) = .Jtiseasilyseenthat Vp > 0, 3 k st. Vt 2 a+p,

€

(5.5) 1K, K, (1) Skeke .
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Since K, H, > 0, it follows from (5.5), (5.6) that there exists k st. Vg >0,

Vte [e,b],

"
+ -kie oy
Ix," - Xay < k(l+1x,1)e ™, N

Finally, using (5.4) , we obtain :

Lemma 5.2 Theexists k st. Ve >0
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From Lemmas 5.1 and 5.2, and the analogues with + replaced by - , we deduce :

R A ARALS AR

80

Lemma 5.3

Forany g, >0 , there exists k s.t. Ve € (0, ,
b §

- +02 . -kN e "
E I'hy - H x, 1"ds ; C(ab)| < ke

and
b

E{ | Ih, - H.x_*ds ; Cab)| <ke

®
T n Ny T

Theorem 5.4
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Veg > 0,3k >0s.t forany € € (0, gg),

P({Lg <0} N C,(ab)) < ke

-

and P({Lg >0} NC.(ab)) < ekie

U
LR

The proof of the theorem relies on the following Lemma:
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Proof of the Lemma (outline) .}
"
We have: : '
H K )

dz, = | F, - — zdt + (F, - F)H x/dt + ]
£ P
~ N r .
hl - H+ Xl :. (d

+ (H_ K, - HK) dt + dv, oy

€

A

H+ K+ '_:.

dzl=(F+- }z[dt + (F_ - F)H x/dt + o~
€ -
A } ey

h, - H.x, Py

+ (H, K, - HK)) dt + dvl §

€ =

3]

Ly

It follows from the variation of constants formula that bothon C, (a,b) andon C_(a,b)

X ¥

z, is the sum of three terms z; = zt(l) + zt(z) + zt(3), where zt(l) is of order \/E zt(z) is of order ¢

and the third one is exponentially small. The first term is the crucial one, which solves:

Py

ATl 3, ey
e

dzt(l) =(F, -1 HK) Zt(l) dt+ (H K, - HK)dv,

l‘l“)}

with initial data ze(l) having the invariant distribution. By introducing a new time 1 such that € 1 =

1, 5

'!'.1'!“ '.‘ .; ‘Jx'n_

t - e, the required estimate reduces to a large deviations estimate for the ergodic process in the time

scale 1. [

Proof of the Theorem

Let us prove the first estimate only.We now rewrite Le forthecase w € C (a,b) as :
b b '

P a0

1 -
LE = ZE— ‘H+Xs+ - H_ xs- IZdS + (H+x: - H- XS ) d\-)s +

M eASy

_ 1 A
+ — | 1H, %" - Hx/ ®ds + — | (H,x - Hx)h, - H x')ds

: ("1':":.: ': ': l' "4 'l-."’ ."'."4,"-,‘

We first show that the sum of the last two tems is nonnegative with very high probability. Indeed,
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Forany 6>0 ,

2 n + 2
P((X<0}nC,ab) < P{{=|1h -Hx'ds >0 M Cab) | +
€

It then follows from Lemma 5.3 and 5.5, provided 6 is chosen adequately that:
P({X<0} nC,)< C'k/\[é , for some k and € small enough.
Let us now consider the first part of L. Let us define M, = g 12 cJ‘FZs dvg. We need to
estimate the quantity P( M, <- g-1/2 <M>, ). From Lemma 5.5, it suffices to estimate P(A), where
A= M[<-£'1/2<M>t} N{<M>2a)
Using the facts that E[exp(A M, - (X2/2) <M>)]=1landonA,if A<0:
A M, - W2/2) <M> > [-ANe - A22] <M>, 2 [-ANE - A212] o
Now chosing A adequately we have that for any k > 0 and € small enough,
P(A) < ke ’

The proof is complete.

Therefore, knowing that we are on C, L, is a good test statistics to decide whether we are
on C,(a,b) oron C(ab), i.e. essentially whether {x,>0,a<t<b} or{x <0;a<t<b}.

Note that Lemma 5.1 proves that x* (resp x") is then a good estimate for x, ,e<t<b.

It follows moreover from the above that the variance of the conditional law is of order of ¢ .
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6. Summary of the procedure in the first case, and the general case.

Let us first summarize the procedure in the case studied so far of two intervals with
H H <0 .
1- Ateach time ke, ke N , we compute yu .1y - ¥ , and check whether or not its
absolute value exceeds a given quantity ¢ .
2- As soon as the first test is positive over a certain time-interval, we start running the L,
-test, possibly in a sequential way.
3- As soon as we have an answer from the L -test, we follow the corresponding Kalman
filter (one might continue to run the L_ -test, in order to correct a possible wrong decision).
Note that before we get any answer from the tests, the estimate of x, is zero. During
a given time interval, this is not a very good estimate. But that situation seems to be inevitable.
Indeed, numerical results [3] indicate that, just after x, has crossed zero, the conditionnal density
has two peaks on both sides of zero, and it takes some time before one of the peaks disappears.
The reason why we do not suggest to use the results of §4 to build a test for the choice
between { x,>0} and { x, <O} is that a test based on the approximation of the quadratic
variation of an approximate derivative of y, would not be very robust. Similarly one might wish
to replace the test based on the values of Yes)e - Y ke for several consecutive k's by a test
using the outputs of the two Kalman filters. Indeed, on can show that the difference h(x)-H, x*
is always at most of the order of Ve . Unfortunately, due to the pfesence of the local time term in
the expression for h(x,) , we were not able to get a good enough estimate for the probability of
error associated to such a test.
Let us now discuss briefly the case where H_H_> 0 , and the general situation. In
the case of two intervals, R_and R_ ,with H_H >0, h(x) is one to one, and clearly no test

is needed to decide where is x, . That decision is in that case obvious fom the values of x,* and
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X One might also in this case invoque the result of Picard [8] .

Finally, in the general situation, we have to detect each crossing by x, of local
maxima or minima of the function h, and choose among the several Kalman filters which to
follow. One can either construct L -type tests only between adjacent intervals, or else betwen any
pair of two distinct intervals, depending on the confidence one has in the decisions previously
taken. The latter obviously depends on the lengths of the various intervals, as well as the difference
between the values of adjacent | H;!'s .

Let us finally remark that for the case of two intervals R_and R , the problem can

still be solved if H_= -H_, provided F_# F_.However the technique is different, and we do

not develop it here.
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