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1) RESEARCH

The contractors have continued their efIortkon the design of approximate finite dimensional
filters in the case of small observation noise. More precisely, we are concerned with the
problem:

dX, = f(Xt) dt + g(Xt) dW.

dY = h(Xt) dt + -dVt

Where e is a "small parameter", i.e. we want to study the asymptolics E -- 0.

I- Numerical evaluation of the "Katzur-Picard " filter

Suppose that X and Y are one dimensional, and that h is one to one. Bobrovsky-Katzur-
Schuss [1] have suggested an approximate filter for which Picard [4] has established rig-
oronsly that the difference between the approximate and the exact filter is of order 6 ,
while the difference between the true value and any "resaonable" filter is of the order of

Paula Milheiro de Oliveira has started to transform the proposed algorithm into a
pactical algorithm running on a cumputer. The difficulty is that the filter is given by a
stiff equation, and the stiffness is of the order of 1/E . As a result, the stepsize of the
discretization scheme has to go to zero as c tends to zero. And precisely, we want to let E
tend to zero, since we want to check numerically an asymptolic result for E -* 0.

In her "Dea report" [3], P. M. de Oliveira compares, in the limit c -* 0, both the
Katzur-Picard filter and the extended Kalman filter to the simulated {Xt} that has pro-
duced the given observation. In a current work, she compares the two filters. Another
problem is to obtain the discretized version of the Katzur-Picard filter, i.e. to obtain the
equivalent of the Picard results for discrete-time systems. In the report, the continuous
equation is discretized first by a standard Euler method, an then a modified scheme is K
given, which gives a i;,.ore satisfactory result for small E and At. No justification is given -

for this new algorithm. The good approach should be to derive a Katzur - Picard type of
filter for the discrete time filtering problem with small observation noise. This approach
is presently under research.
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2- The case where h is locally one to one

Let us start with the piecewise linear problem, with g=l, f and h being piecewise linear.
More specifically, let us suppose that :

f(x) =zx + b, x > 0

a2 x + b, x < 0

h(x) =clx, x > 0

C2X, x < 0

We are specifically interested in the case where clc 2 < 0. The idea is that, provided
the conditional law has a small variance, as in the case where h is one to one, then the
conditional law should be during most of the time concentrated either on R+ or on R..
Consequently, if we compute it with functions h and f which are wrong on the other side
of 0, the error should be small. Therefore, if we consider the two Kalman filters associated
with

fl() = aix + b, hi(x) = cix

on one side, and

f2(x) = a 2 x + b, h.(x) = c2x

on the other, then one of the two corresponding outputs should be close to the optimal
filter. It would just remain to choose between the two filters.

It turns out that provided Ic1l 0 Ic21 (or at least a, : a,) the above holds, and one
can choose between the two filters on the basis of a likelihood ratio which can be computed
from the two Kalman filters. Let us mention that the variance of the optimal filter is small
only when the process {Xt} has been away from zero for some time, and that one needs
to detect the times when Xt crosses zero. The case of more than two intervals is treated
similarly. The analysis is developped in Fleming, Ji, Pardoux [2]. The nonlinear case with
piecewise one-to-one h will be treated later in another publication.

2) TRANSFER TO THE US

Fabien Campillo has given a talk on the E. N1. algorithm at the 26 th C. D. C. at Los
Angeles in december 1987.
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Le sujet de ce rapport se situe dans le chapitre plus vaste des probl~mes de filtrage non
lin~aire de diffusion. unidimensionnelles dans le cas d'un bruit d'observation de petite covari-
ance, ce qu'on appellera un 'petit bruit d'observation7.

Notre but eat double. D'une part, on se propose de comparer, sur un exemple concret, les
r~sultata obtenus par l'application du filtre de Kalman 6tendu avec ceux obtenus par le filtre
de Katsur-Picard. D'autre part, on veut v~rifier num~riquement lea r6sultats thioriques de

J. PICARD (cf. [Picard]), sur l'ordre de l'6cart entre ces filtres approch6s et le filtre optimal
quand le bruit d'observation deviant de plus en plus petit. En fait, les comparaisons prisent~es
dans ce rapport n'ont pas Wt itablies par rapport au filtre optimal mais par rapport an signal
simul4.

On a rencontri deux difficultks - la premi~re est Hie au fait de qu'il fallait troiiver un sch~ma
de discr~tisation "convenable" pour 1'6quation du filtre de Katzur-Picard ; a deuxi~me Mie k
des exigence. d'espace de m~moire et de temps de calcul (souvent rencontr~e quand ii s'agit
de simuler des probl~mes physiques) est de rhphter plus jeurs fois ces simulations,

Dane le premier chapitre on introduit les outils math~matiques n&cssaires h6 1'6tude de
notre probl~me.

Dane le chapitre 2 on pr~sente le filtre de Katzur-Picard et les r6sultats asymptotiques de
"qualit6" des filtres.

Enfin, dana le chapitre 3, on considre un exemple concret et on pr~sente les r~sultats
obtenus.

'
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I PROCESS US DE DIFFUSION ET FILTRAGE NON LIN9A IRE1

1 Processus de Diffusion et Filtrage Non Lin~alre

1.1 Processus de diffusion

1.1.1 Procesu de Wleier 1

Soit (n, 7, P) un espace de probabilit6.
Soient n E IN et Q~ une matrice nt x nt auto-adjointe et semi-d~finie positive.
On difinit procefhus de Wiener (n-dimensionnet) de matrice de covariance Q comme htant un
processus gaussien {W}tEoTl qui v~rifie%

i) 14'0- 0.

ii) EWt = 0, E(Wt,*) = (s A t)Q ,Vs, t E 10, T].

iii) (WttEjIOTj eat continu.

Si 1 , le processus MWetE(O.TI eat appeI6 processus de Wiener standard

On peut d~montrer que lea procesaus de Wiener sont des processus acroissements ind6-
pendants, i.e.

Vk E IN V(t1 ,t2t3 .. tk) E [0, T11 (t, <1t2 < ... <1kt)

lea v. a.Wt - W0 , Wt, - Wt4,..., t - Wt,_,sont ind~pendantes .

Consid~rons (O,7r, t, P) tin espace de probabilit6 filtr6 (i.e. (1tXtER+ eat une famille
croissante de sous-tribus de I .). .
On appelle Tt-P processus de Wiener de matrice de covariance Q tin processus {W)E}Im+ i-
adapt6 (i.e. tel que VtE]R+Wt eat It-rnesurable) qui v6rifie

i) WO = 0.

ii) V0 < s < t,1Wt - W, eat un vec. a. de loi X (0, (t - s) Q) ind~pendant de T,.

...i) {Wt~tER+ eat continu.

On le note sous forme condens~e par (f),7, T, P, Wt).
Si on conaid~re, en particulier, la filtration naturelle Or'WLEM+, o1 0 t = o(W 0 <8 < t~
on a alors que (Wt~tEmR+, processus de Wiener au aens de la 1 ~~ed~finition, petit ktre
considerk comrne tn I,"-procesaus de Wiener.

1.1.2 L'lntdgrale stochastique et la formule de Ito

On consid~re tin eapace de probabilit6 filtr6 (0,7j, Ft, P).
On veut d~finir tine int~grale du type

GdW jG(,w)dW(s,w)

oii (Wt~t eat un It-processua de Wiener.
On prisente la construction de l'int~grale stochastique dans le caa r~el. .

'Lea tribus consid~rtes tent supposAes comnplktba par les P-n0gligrables de I

~f,, V ~t~~ ~ - *A~*~
4
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I PROCESS US DE DIFFUSION ET FILTRACE NON LIN9A IRE 2

On commence par d~finir 1'int~grale d'un proceasus 616mentaire (pt ItcZ (i.e. un proceasus de
la forme pt(w) = P(W)1[S.T((t), oii e E [0, TJ et p eat une v. a. )ro-mesurable et born~e) par:

f tdW. = p(Wtva - Wo) , t E 10, T).

Maintenant, pour un proceasus en eacalier p E c Wt = ), _', pf, on d~finit

et

On a lea propri~t&s (pour 1p, V' E c)

P1) E-- logdW. =O0.

P2) EJ'* ft d~fWdW_, = E' f' v,,po du (0 < <t < T).

P3) E{supt<T I f,~' P.M. M} 4E fo jo'dt.

Le fait que c eat dense dans 1'espace de Hilbert N't (0, T) ,(3), perniet de d~finir l'int~grale de
tout processus V dans .M2 (0, T)

Soit L le prolongement in~aire (continu) de 1'application

c -- + L 2 (l,C [0, 1J)

On d~finit:

Pour lee proceusus dans L', (0, T) ,() ii faut consid~rer une suite croissante de Ft. temps
d'arrit

r~w={inf jso (w)du >n} si f, o(w)du > n

T ~si 2

2fest 1'e. v. des processus en escalier de la forme:

Vt= sok- Wth- 1i,, ( + Vn....st ,r(t) *avee pk Atk-mesurabl. et born~e Vk et

3,M. 1(0. T) est Vespace des (classes de) processus {Vt),<T~ qui v'rifient

i) (t, w) -~ pt (w) est mesurable.

ii) 'Vt < Tope, est Ir- mesurable

iii) Ef ~dt) <oo.

4 
LJ. (0, T) est l'espace des processus (Vol )e<T qIui v&%ifient i). ii) 1t

f. r) f ldt < oc p. s.

50n appelle tin 7j- temps d'arret une v. a. r (A valeurs iani N+). telle que (r! t) C- I,

% Pr . ~ ~ N~



IPROCESS US DE DIFFUSION ET FILTRAGE NON LINEAIRE 3

On pose so' = jolo, v4. Alors P'" E J' (0, T) et on d~finit l'intkgrale stochastique par

f t tpdW. = lrn tI r v.'d. P.S.
J0  Th- 0 f,

Le procesaus (0t It< T, oii Ot f , pdW,, eat un procesaus continu et jr- adapt6 mais il n'est i

pas torc~rnent intg~grable. Par contre, l'int~grale stochastique d'une fonction V E .M" (0, T)
eat une It- martingale, i. e.

i) VtEIOT] pt est It- meaurable et int~grable.

Dana ce can lea propri~td P1), P2) et P3) sont virifies.
Cette ddfinition d'intigrale atochantique peut &tre 6tendue au can vectoriel. On consid~re,
alors, respectivenment lea espaces 'M2 (0, T; Im Xf) et L 2(0, T; IRmxS) oii

M2 (,T~lmx*)eat I'eapace des (classes de) processu:: 1Pt)tEO.T1 i valeurs dana

i) V eat meaurable et It - adapt6.

ii) E foTr(pV'.)ds <00.

et

L., (0, T; IR'""') eat l'espace des processus f~ }p IE (IT1 qui v~rifient i) et

') 0 Tr(ep.y,'ds < oo p.s.

On consid~re

"*X un vec. a. (n-dimensionnel), jr0- meaurable.

" b une fonction de ERi', mesurable, It- adapt6 telie que fT JjbJjdf < oo5
L' a(0 T;Rnx n)

o W* un It- processus de Wiener

Salt X le proceaaua (continu et adapt6) donn6 par

Xt= 'X0 + 10 b~ds +10, a.dW,.

On a la formule de Ito
t t t

0Z(t, X') = 0(O, X0) + 0's X, d + 10~ X.)bd + 4b. ,(a, X.) a, dW,

pour tout 0 < f < T et 0 E C, 2 (10, Tl fI),()
i.e., sous formne diff~rentielle, .

dt(t, Xt) = V,(t, X,)dt + 4Vt, X,)dXt + T(btX 1 )o'at rt)dtId

oi i9

6C 1
.
2 ([o x lIR") eat 1'espace des fanction, 01*.,z) rjni adsmettent des I~rivhs jisqu' I'ordre I en te

jusqu'k I'ordre 2 en x, continues en (t,x).

-4d~~54 *pV,-e



I PROCESS US DE DIFFUSION ET FILTRAGE NON LINEAIRE 4

z0('~ eat le vecteur gradient

* 0" eat la matrice de ddriv~es aecondes

1.1.3 Equations difffrentiellea atochaitiques

Sojent

*(fl, , , P, Wt) un proceasus de Wiener standard . valeurs dans IR'

* o un vec. a. k valeura dans IR', de carrA int~grable, To - mesurable et
ind6pendant de (We }eEjo T]

*lee applications mesurables

b : (0, Tj xlR 111 et~ a: [,TjxlR' IR"m

vdrifiant:

3k tel que

VtE[07TIV.yIE1- jb(t, x) I' + Io'(t, x)1 I' k'(l + 1:12)
et

lb(t, x) - b(t, y)I + Io(t, z)-a(t, y)I !5 kjz -

oji on note 161 = (7"= b?)f et lorl =(TraraT)4

Consid~rons 1'~quation diff~rentielle stochastique (EDS){dXt = b(t, Xt)dt + (t, Xt)dWt 1
xo = X

c'est dire,

X, X0 +jb(s, X.)ds + f. a (s, X,) ds

ou l'xntegrale atochastique eat prise au sens de Ito (si a(-, x) E .M2 (0, T; IR' ), VT > 0
l'int~grale eat bien d~finie).

Soua lea hypothisea pr6c~dentes ii existe un unique procesaus {Xt~tE[O.Tl, a trajectoires
continues, avec X. E M21(0, T; fft), VT > 0, qui est solution de 1'EDS (1)
IUo tel procesaus eat appel6 un process us de diffusion. 11 s'agit d'un processus de Markov
56 trajectoires continues dont lea probabilit~s de transition v~rifient certaines propri~t~s (cf.
[Arnoldl ).

1.2 Filtrage non lin~aire

Sous lea bypothises du paragraphe pr&cdent, soit X. le processus, valeurs dan S IR, solution
de l'EDS:

dXt = b(t, Xt)dt + o(t, Xe)dWt

oiz W. eat un procesaus de Wiener standard valeurs dans IR'
En pratique, le probl~me de filtrage non liniaire se pr~sente de la mnani~re suivante
On dispose d'une observation j(Iele>o telle que

yt = h(t, Xt) + t

.................................................7. . .



I PROCESS US DE DIFFUSION ET FILTRAGE NON LINtA IRE

o~i t eat un 'bruit bLanc' et on veut estimer le processus X., non observ6, b. partir de
l'information donnk& par {y,}o<.<t.
Bien que cette formulation soit largement utilis~e on pr6ferera 6noncer le probl~me de filtrage
en tenant compte dui fait que 1'information contenue daus {(i.;0 < s < t) eat 6quivalente bL
celle contenue dans {Y.;O 0 < a t), oii Yt = f~t Yds. Le "bruit blanc' Vt peut atre vui comme
la "d6rivke d'un processus de Wiener". L'6quation d'observation peat alors s'6crire

dY = h(t, X,)dt +dWt , Y,,0

oil Wi. eat an processus de Wiener.

Supposons que :

" r et W. sont des processus 'a valeurs dans IR'

" la fouction h : 1R+ x JJ~fl IR

est mesurable et born~e

"*W = gWt, oii W. est un processus de Wiener standard et ggr une rnatrice
m x n d6finie positive

On supposera que lea processus de Wiener W. et W sorit ind~pendants. (Le probl~me peut
aussi 6tre formulM sans cette restriction, cf. [Pardouxi).

On introduit un espace de probabilit6 filtr6 (nl, 9, gt, P) tel que ( .)soit un P- 9t

processus de Wiener standard.
Les 6quations d'6tat et d'observation a '6crivent donc{dXt = b(t, Xt)dt + o(t, Xt)dWt, Xo =X 2

dYt = h(t, Xt)dt + gdW, Y = 0 .()

Soit Tt la tribu des observations jusqu'a l'instant t, t = u a, s t). Le probl~me de filtrage
consiste calculer la loi conditionnelle de Xt sachant It
Cette Ioi conditionnelle permet de calculer it, I'esp~rance conditionnelle de Xt sachant Ft.
Xkt eat, en fait, le meilleur estimateur de Xt sachant l'information Ft, au sens du risque
quadratique (i.e. EF(IXt _ k,12) :S E(IXt _ EJ'2) ,V v. a. jr- mesurable .

Aux hypothhses pr&cdentes ajoutons maintenant les suivantes

VT > 0 ,

" b et cr sont born6es sur 10, TI x IR'

" a est uniformement continue stir [0, T] x 111-

" h est mesurable et born~e sur [0, Tj x IR'

" g eat rnesurable

* -u-j E L- (0, T] x IR') Vi,ja~xi
oi a = a,0 T et lea d~riv~es partielles sont prises au sens des distributions

" 3a > 0 V(t' Z) a (t,X) > cuf



j PROCESS US DE DIFFUSION ET FILTRAGE NON LINEAIRE 6

Soit C
zt =exp fh(sX)dY. - jh(s,X.)12 ds} VtE[fOT).i

Soit n1 = C(IO, TI; IR"'r) et 9t = cr(w(g) ;O 0 < 9 t), oti w(t) =t (w

{Zt}t eat une 9t- martingale d'esp~rance 1

On peut d~finir une mesure de probabilit6 P (appeI~e probabilit6 de r~f~rence) par

d~z
dP (T fix6)

oii P eat la probabilit6 sur (n1, 9T) associ6e au probi~me (2) telle que la denait6 de la loi de

Xo eat pa E L2(lR').

Sous cette probabilit P, 7, est 1, filtration d'un processus de Wiener. De plus on a la formule
suivante :

E['pXe)~I -E[V(Xt)ZtI7t1

pour tout V mesurable et born~e .

Cette formule permet de ramener lea calculs sur la probabilit6 P aux calculs des m~mes

expressions sur la probabilit6 P, laquelle a lea "bonnes propriktis" I.
Consid~rons l'op6rateur aux d~riv~es partielles L O

I n 92.(t n aL, Z j, (t,ax + E bi t, z)a

L eat appe1M le g~n~rateur infinithsimal associ6 PEDS (1). Soit L* son opkrateur adjoint.
L'6quation aux d~riv~es partielles stochastique (Equation de Zakai)

dtp(t, z) = (Lp)(t,zx)dt + h(t, x)p(t, x)dYt (3)

admet une solution 7t - adaptde

p E L 2 ((1,T,P);H1 ) n 3()9,)CjjL In)

qui nWest autre que la densMt de la loi conditionnelle, non normalis~e, de Xt sachant At (cf.
[Pardoux]))

On obtient donc

E[- J (t, z) o(x)dz

P(t, X)
oji q (t, ) eat la densMt conditionnelle (normalis~e) de Xt sachant Tt.

fms p(t,x) dx

N

0



i PROCESS US DE DIFFUSION ET FILTRAGE NON LINF.AIRE 7 F

1.3 Filtrage non 11n~aire approchU

On a vu que la densit6 conditionnelle q(t, x) eat la solution complkte du probl~me de filtrage,%
i.e. dans la plus part des can, on ne peut pas calculer Xt = EjXteId sans calculer toute la loi
conditionnelle . a
Dans le cam lin~aire, lea procesaus qui interviennent dans le SDS (2) sont des processus
gauusiena, lee lois conditionnelles q(t, z) le sont aussi et ese sont donc caracteriskea par la
moyenne et la covariance. La situation est diff~rente dana le cam non lin~aire : Les processus ne
sont pas n~ceasairement gaussiena et, en g~n~ral, il n'existe pas un ensemble fini de paramntres
qui caract~risent cen denuit~s. L'6volution de la loi conditionnelle d~pend alors de I'4volution
d'un nombre infini de param~tres, ce qui r4presente une difficult6 au niveau de la r~solution

num~rique.

Soit Xt=EfXeI~t
et

P= EI(Xt - kt)(Xt - it)jlt] ,'matrice de covariance de L'erreur d'eatimataon'.

Lea 6quations d'Avolution pour Xt et Pt sont

dXk, = b(t, Xt)dt + (X, h(fX,)r Xth (t, Xt)T) (4) -

[g(t)gq(t) T '] -(dYe - h(t, Xt )dt)

d(tii= [f -bi k'i1] + [ -jX 3  + (c)(5) -

.h k, ) (ggT)I(ii-/X)d

+ ( X~j-, h - Y:x, h - k,.f,-h + 2.k, kh) T 
(ggT)I (dYt hdt)

oiifd~signe l'op~rateur "esp~rance conditionnelle" ( t) !- E[I'(Xt)I)l )

A la place de cen 6quations on peut utiliser des 6quations approch~es, par exemple celles
du filtre de Kalman Rtendu.

Le filtre de Kahman 6tendu:

On fait l'hypothise que l'estimie k, est connue et peut donc &tre exploit~e pour construire
des d~veloppenients en s~rie de Taylor autours de Xt = it. On obtient ainsi un syst~me
lin~aire en X {~ = b(t, Xt) + a-t (t, Xt) X - kt )] d(+6), ~)

d Yt = [h(i, xt) + ah ~(t, Xt) (Xt - kt) dt 4-gt.k)~

11 suffit maintenant d'appliquer le filtre de Kalman classique

I

%I
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On obtient lea 6quations

dic1  = b(t,.Xt)dt + K(t) [yt - h(i, X,)] I dtP

( iquation d'estimation de L'tat)

dP- = F(t,.,)Pt + PtFT(t,Xc,) -ptHT(t,.kt)R-i(t)H(t,.t)Pt (7) I

+Q(t)
( equation de covaoriance de Pesrreur)

K(t) = PNT(t 1 X)R-'(t) (expression du gain)

Q(t) = a(t,it,) aT (t, it)

R(i) = g(t, kt) gT (t, X,)

8b

Pla~ons - nous l~ a situation oii lea observations sont prises en temps discret
Entre lea observatione, Xt et Pt v~rifient lea 6quations d'6volution (4) et (5) avec R- 0,

dXt = b(t, Xt)dt +~,=Xr
d Pt = F (t, k,) P, + P, FT (t, kt) + Q (t) ,P,, 5 1 = k- (8)
dt

Vr5
Au moment oit on fait une observation on obtient lea 6quations d'actualisation%

_C j- + Kk [yL - hk(Xi )~ misc 4~jour de Pestimation de L'erreur)

P = If-K,,H,. P- misc A jour de la covariance de P's reur) (9

Kk= PkHT[HkPkH+ Rk' matriede gain)

oil -

8 hk
Hk axt, It X,=X~k

(th - 1k-i)

,Ak et Pk sont les solutions de (8) prisent en t =k %.

Lea 6quations (8) et (9) constituent lea 5 ifquaiions du filtre de Kalman iiendu coninu
discret'.
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1.4 Discr~tization d'une diffusion

Soit X un processus Markovien de diffusion, solution de l'equation diff~rentielle stochastique:

dXt = b(Xt)dt + cr(Xt)dWt , X0.()

On veut simuler, k l'aide d'un ordinateur, le processus X..

On approche donc 1'6quation (10) par I'kquation discr~te

T J
N

selon une partition de l'intervalle 10, TI.

Diacritisation et miniation do l'EDS (10)

Supposons qu'on connait une rkalisation du processus de Wiener, (Wt(w) t > 0}, et qu'on
veut calculer une approximation de la trajectoire du signal (Xt(w) ;t > 0}, correspondante
i cette r~alisation.

Dans ce qui suit X. designera le processus simul6 qui approche le processus X..
On a d~ji vu que, sous certaines hypoth~ses (voir paragraphe 1. 1.3 ;Th~or~me d'existence

et unicit6 ) la solution de (10) 6xiste et est unique. 11 nous faut maintenant voir comment
construire une approximation X d'une belle solution.

On aimerait avoir un sch~ma pour cc calcul tel que

oi XN est le processus d~fini par XN= F

Le plus int~ressant, "a priori', serait celui qui rend E (lXt - Xt' 112) Ic plus petit possible,
i.e. tel que E (jIXt - XtN112) = 0 (-L), avec p le plus petit possible.

Pour le cam particulier o eu(Xt) = 0, I'6quation (10) est une 6quation diff~rentielle ordinaire
et les sch~mas de calcul d'une approximation de la solution i chaque instant tj sont bien
connul.

Dane le cas gk6ra1, les ach~mas pour p = I et p = 2 qui suivent sont les plus utilis~u. (Lesaa,
schkmas d'ordre 3 mont trop complexes pour Atre utilis~s en pratique.)

1.4.1 Caw unldlmonsionol -

a . Le sch~ma de Euler:

D'apr~s (10),
pt ,

xt = Xt.+ I(,d +-4.,dW

En supposant o(X.) = cr(Xt ) on obtient ,

N N

YC N = x0

oit AN Wk+l I Wtiv - V/ est un bruit blanc gaussien discret de variance
A + k N

% % % % .



. .~ .~- -. . . .. . 7.:

PRCSU EDIFFUSION ET FILTRAGE NON LINEAIRE 10

Ce sch~ma permet la construction d'une suite (XtN)NEIN qui converge en mayenne quadra-
tique vers Xt ,Vt > 0 et, 6tant b et a uniformement continues Iipschitziennes, on a

ce qui correspond un erreur d'ordre 0 ~ dans 1'int~grale de Ito.

b .Le sch~ma de Milahtein:

Ce sch~ma eat obtenu en utilisant la formule de Ito sous forme int~grale

a'(X.) = a'(Xt-) + fb(X,.)o'(X,)dr + Io(Xy)a"(X,)dW, + a 2 t7(X,)a"'(X,)dr.
k

Si dans cette expr~ssion on n~glige la 1 *~re et la 3?.'' int~grales on obtient

f a'(X.)dW. ANWka'jo(XN) + f fj X)'X)W.W

ALNWk+la(XN)+aa(X)[ (w . wfdW, A

ce qui correspond 21 approximer oa(X,.) par

0'(Xfl) + a",(XN')C'(XN) (W,. _ WkN)

Vit~rleI ttv(W= tIIN) dW, pent Wre calcuI~e explicitement de la facon suivante

d (Wt2) = 2WtdWt + dt (Forrntde de Ito) ,.

W, W =k

= IW2_WN2] (t N) WN [WtWN]

2

D'oii

jCN~~ ~ ~ ~ + T 311N + a'+1&w2 T0(XN)a"(XNl

X,,I= Y+ Zjy N+ N ( X )ANA + L,(C)0(k)(NW+)
N k2 [ k

K = , ob b - a''* a

2S

On a le r~sultat suivant (cf. [Pardoux - Talay]

si a

i) E(XO4) < o

ii) b et a sont de classe C2

iii) b, V, a et a' sont uniformement lipschitziennes 4

d,'
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alors

la suite (X(")k, difinie par le sch~ma prickdent, virifie:

oji {X8, t > 0) est dkfinie par XN' -~* et IN (T) (pT ;p E IN).

On a donc un erreur d'ordre 0 (i-N.

1.4.2 Cam multidimnsionnel

On consid~re 1'6quation
f6t

dXt = 6(Xt)di + E LK(tdt o X

avec les m~mes hypothtlaes pour AXo, b et or et oi 1w,', Wt' I t 0)O sont des 7Tt processus
de Wiener standard mutuellement ind~pend ants.

On a le schima de Euler:{~ = X + -Lb(Xj) +2 1U(xfl)AN (W +1 )
XN N-

0

et le schema de Mishtesta

N tN + T pN na(N N(j,rXk+1 - k = k

Ia ft t IV-. .'-.

oii b '. aj et

Sous les m~mes hypoth~ses de r~gularit6 on a encore%

E (11XXtV 1 2) 0

pour lea deux sch~mas. 4

Si on impose certaines conditions de comutativit6 on peut 6tablir un r~sultat 6quivalent

celui dui paragraphe 1.4.1, pour le cas multidimensionnel.

Dans In can 11njaire,
dt=FXtdt +GdWt 12

on connait la solution explicite:

Xt exp (Ft)X0 + [exp{(F(t - s)IGdW,
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Pour obtenir la solution de l'6quation discr~tis~e ii suffit de remarquer que

tk+

i.e. on peut construire l'approximation

-1 'ZXN + k.

oii

exp -Ft t)}

et

Ck fh+ exp {Ft' 1 k - a)}GdW, est un bruit blanc de variance k~ 3

k e k F~~ s)}IGG*exp f{F*t'~ s)}ds.

En particulier, en dimension 1, on a

xp2F( k+1 -t,')} -1

et= k~+~ Pour At t= + - tk1' "petit".

'POI X FA tk+ IXkN +GAN Wk+,

oiz ANWk+I est un bruit blanc gaussien de variance Q~v

Pour simuler un probI~me de filtrage non lin~aire il suffit de simuler le signal {X~ N)k comme
ci-dessus. Les observations sont obtenues en posant

qhN htN, Xf) + g(Xj) Vk
h( k 1

oii vk eat un bruit blanc, vk - )l(O,N~)

1.5 Un exemple

On consid~re l'exemple tr~s simple d'un probl~me de ballistique o6i seulement l'6quation
d'observation eat bruithe. On veut suivre le mouvement d'un objet en chute libre i travers
l'atmosph~re et on dispose d'un radar dont la position est illustr~e par les figures a et b.

% % %
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t dd

z 172

Fig. a Fig. b

On consid~re ce rnouvement mod~lis6 en dimension 2, en supposant que 1'objet tombe en 1
ligne droite k une distance \1W + -(- r,2)1 du radar, x 6tant la hauteur de 'objet au dessus
de la surface terrestre, k chaque instant. (La figure a eat un cas particulier o,4 r, r 2 =0.)

Les variables d'6tat sont

=' z vitesse)

X3 P3 ( eat le coefficient ballistique de 1'objet

Les 6quations du mouvement sont :

i2 d- g i d= p-et p = pexp -

et I'6quation d'observation eat:

Ilk = Vr~ + (Zk 22+ kV )

On a comme conditions initiales

X(0) JAI

0o [ 0 p2  01
[o' 033%

Les matrices de d~rivies qui interviennent dana lea 6quations du filtre de Kalman Atendu sont

[0 1 0
I d X2 d r __ _ _ _1.

F=I3 -- 3 I et H + _ _ __

0~ 0 0~JL~r 4
Les risultats suivants on W obtenus pour
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po = 3.4 x 10-3 lbse9/ft'g 32.2 ft/sec2 , ,= 22000 f t

r = 100 ft 2 /Hx

X(0) _ MAI(10 6 ft , 500 ft 2 )

Xk(0) - M1(-6000 f t/sec, 2 x 104 ft 2 /SeC 2 )

j8 - At(2000 Ib/f t2 , 2.S x 105 1b2If t4)

-500 ft 2 ,p02 = 2 x 104 ft3/$eC2 IP 03 -2.5 x 105 1b 2 /ft 4 .

Les courbes rbpresentent respectivement 1'erreur de position, vitesse et coefficient balia-

tique, ainmi que lea racines carr~es des 6l6ments our la diagonale de P, lesquelles estiment

La simulation de l'observation a Wt faite sur 90 points et un programme g~n~ral, capable
de r~soudre le probl~me de filtrage associ6 4 des 6quations d'6tat et d'observation de dimension
n et m (respectiv.), a 8t6 ilaborC. Pour chaque exemple il suffira de donner en sous-programme
les fonctions et les matrices intervenantes.

0.800E.03-

0.800E.02

0.600E.02-

.0.400E,02

.- 0.600E.02

-0.800E.02-

1-ps sec.

o~~~- J. 0 -54
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0.150E.03

4.) 0.100E-0

0. 500E.02

-0.500E.023

e~0. 100E.03-

-0. 1 50E.03

Leap. ( ,ec)

AN

L% 1A~
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0.600E.03 -

0.480E+03 -

0.240E.03 -i

-O.23SE-O5-

-0. 1 20E.03 -

E,,

. -0.240E.03

-0.360E 03

-0.480E.-03

5-

.::;

I
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2 Le filtre de Katzur-Picard

2.1 Pr~sentation du filtre

Consid~rons le prob1bme de filtrage non lin~aire unidirnensionnel dicrit par lea 6quations d'6tat
et d'observation :

dXt = b(Xt)dt + o(Xt)dWt
dY, h(X,)dt +cdW,

avec lea hypothbaes du chapitre pr~c~dent.-
On s'int~resse I 1'estimation du signal pour lea petites valeurs de la covariance du bruit

d'observation.

Soit kt le filtre optimal (donn6 par N'quation de Zakaf).
Selon un r~sultat du A6 Picard (cf. (Picardi), Si aet h' sont uniformement positives, sons

certainen hypothiues, X=~OV)(3

au sens oil le processus et = kt - Xt (d~pendant rie e) vkrifie

3ro > 0: Vt0 > 0 et 1 < q < oo 3c : sup 1141 q !5 CVT Ve < CO.
t <t <o

On peut estimer Xt i l'aide du filtre de Kalman 6tendu ktK- (voir 1.3, 6quations (4) et
(5) ) et on a:

jt .t+0c.(14)

J. Picard, 6 qui on doit aussi le r~sultat pr~c~dent, a proposi tin filtre approch6 plus simple
que le filtre de Kalman 6tendu. Son iquation eat:

dMt b(Mt)dt + (dt h( Mt)dt) .(5

Ce filtre approche le filtre optimal avec une erreur du m~me ordre que le filtre de Kalman
6tendu, i.e.

A =,kt+ 0(c). (16)

En ce qui concerne l'eatimation du signal on a alors, dans lea deux cas,

fe(17) I

et

Ce sont cen deux r~sultate qu'on a essay6 de v~rifier num~riquement.
V?

Dana lea Aquations du filtre de Kalman (voir 1.3, 6quations (4) et (5) ),et dana N'quation

du filtre de Katzur-Picard, le terme en facteur de -eat lui-m~me d'ordrec

On se place dans le cas particulier oi a Ct.
D'aprha (I5),%

Af Me'Mt+ b(M,)ds + a (dY, h(M,)ds) (9

Or,
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dYt htdt + dilt, o~ i. eat l'innovation

et

it=- E (h(Xt) I Jr = h(.) + 0 (c),

puisque h(Xt) = h(it) + h'(Xt) (Xt - kt+ Lh"(.kt) (xt - kt)2 + ... e

d'aprhs (13).

Donc,

dYt - h(Mt)dt = dvt + (4i. h(M.) dt ,

oi i - h(Mt) = h(.) - h(Mt) + 0(c), car b eat suppos~e lipschitzienne et

,t- Mt=0(c) d'apris (16). Alora 1intigrae]t+ (dY. - h(M.)ds) eat d'ordre

er et quand e - 0 le facteuz- dans I'expresaion (19) eat "compensA* par cette

int~grale.

On peut s'attendre i ce que la discr~tisation des 6quations d~truise cette "compensation"
et que, pour lea petites valeurs de e, it soit necsaire d'utiliser des petits pas de temps Aj t

2.2 Discretisation de 1'4quation du filtre de Katzur-Picard

2.2.1 Premikre mithode

Un sch~ma de discr~tization possible pour 1'6quation (15) eat obtenu de la fagon suivante

Mt N = M,,- + f b(M.)ds + a (M.) (dY. -h(M,)ds)

Si on suppose que b(Mt) b(Mkf), h(Mt) =h(Mk' $) et a(Mt',- a(Af,'") on a:

AIR t +A b(fkzYt+ L - h(f) t

k=O0,1,.N - I

i.e.

=kV I fk + b(ftkN) Atk±. + c-h(MfhN)) (20)

11 s'agit d'un ch~ma d'Euler.

2.2.2 Deuxiihme mdthode

On propose une modification de la discr~tisation consid~r6 dana le paragraphe pr~c~dent '

(6quation (20) )

On rappelle (voir 2.1) que tk1(dY, - h(M,)dq) est d'ordre e mais, en discr6tisant, on.

calcule une valeur appracb~e de cette int~grale avec une erreur qui n'est pas d'ordre e.
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Pour 6viter uu acroissemnent abrupt dans l'~quation (20) quand c < AN t on peut penser

remplacer le facteur -dana cette 6quation par le facteur +I~ i.e. on aurrait le sch~ma:

k+, f kc +CA Y - h (MN JI)AN t) (21)

pour k =0,1,...,N -1.
On esp~re alors que quand c . ANt la quantit4 + ca Nt =cA Nt ne sera plus "'trop

petite' et quaud c > AN t on aura e + cANt . c c'est bL dire, on retrouvera le sch~ma
pr&c6dent (6quation (20) ).

C'est d'ailleurs le mime type de raisonnement qui a W utilis6 pour discr6tiser lea 6quations
du filtre de Kalman 6tendu.

.
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3 ApplicationV

3.1 Motivation

Consid~rons le syst~me non lin~aire d~crit par{dXt b(Xt)dt + o(Xt)dWt (22)
dYt h(Xt)dt+ edWt

oii W. et W. sont des processus de Wiener standard.
On fait les hypoth~ses du chapitre 1.
Supposons que la fonction h est bijective "suffisamnient r~gu~ire3 et que c 0. Alors, on

peut poser h(Xt) = Zt et, d'apr~s la formule de Ito, on a

ah I (23)h
dZt -(X)dXt + - (Xt~o't(3

dXt 28 a t

et, puisque Xt = h-'(Zt), on a une 6quation en Zt = kt (les trajectoires de Y sont diff~ren-
tiables). En plus Xt peut atre connu exactement: Xt - 1 (Zt).

On consid~re donc 1'exernple suivant, unidimensionnel, oii b est une fonction lin~aire de
Xt et h une fonction injective, ddpendant d'un paramktre A, tels que

lrn h = h,,avec h,: 10, TJx IR -* IR
A-00

(t, Xt) ' Xt

On aura donc pour A "asses grand' un syst~rne "presque lindaire" et pour e "assez petit" les
observations seront peu bruit~es, de fagon s'approcher du syst~me

JdX, = -/3Xdt±+,dW,

d Y, = X, dt

dont on connait la solution Xt 1,7
On prend a = Ct.

3.2 L'exemple concret

Les 6quations d'6tat et d'observation sout respectivement

dX, = -./3 Xdt + q-2dWt 0 X -(A~ 0 , ax)

d Yt A arctan(- dt + edwt Y 0O

otiyo et a 2 sont donn~s.

a. La simulation de la trajectoire (X~)otTconduit (voir chapitre ) l a formule re-
currenteT

kNI exp{-2/3A~Nt}Xl + A't_

oii (Gk)k eSt un bruit blanc de variance , .

I -exp{-23ANt}
qk q 2/

2)0 .%

7.,
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Pour ia simulation de l'observation (Yk)ko.1 ..... on peut proc~der de deux mani~res
diffirentes

1. Pour chaque pas de temps A 1t, KN est don!26 par

,,v=h4kXA ~

oii Vk eat un bruit blanc gaussien de variance A'vt.

2. On simule d'abord l'observation pour un pas de temps tr~s petit AMLt et on utilise cette
information pour obtenir l'observation pour un pas de temps ANt (M multiple de N),
i.e.

N y - ______

Rk' I N avec ANk + -

oix Yk, est donn6 par:

et (W,)p est un bruit blanc gaussien standard, IM est une approximation de l'int~grale

tth(X.)ds
P

par exemple, 1p" =h( - M~ t

XpA' ?4A ?,

U b. L'application des Aquations du liltre de Kalman ktendu continu-discret suppose d'abord
une 6tape de pr~diction, selon laquelle on a h r~soudre deux 6quations diff~rentielles ordinaires
(voir chapitre 1). Pour cet exemple on connait leur solution explicite

.k~'' X+exp{-2,BA~tk+.}

.. r P!+ I - (p+ _ 2 )exp -28Attk+I})+ a
2  (oiia2=.q

N-e 2#5

Les 6quations d'actualisation sont

+ + ±Kk [Yk -h(X) oiih(z)=A arctan-

P k K, H(fX Pk o.4 H(.)

.J+ 
F2X)k+ ?.At

Kk Pk-HkR

HUS..k R A k

. ~% 2.U,% ,S*U ,\ * *.- U - ,*.* * .- ,- S P ~ U ' U\ PU - U \ .
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L'application de 1' 6quation du filtre de Karzur-Picard conduit, selon la discr~tisation 2.2.1,

+1= MN+ N ,) &Nt + k N (d~)] ANt

et, selon la discr~tisation 2.2.2, 4 l'6quation

L=Mk(-PAffl t+ + CANt ~-(k)Mt

Pour chaque de ces trois sch~mas on calcule la moyenne empirique de l'erreur sur N
simulations ind~pendantes.

Ns

17k( kk) ,k 0,1,...N

et l'erreur quadratique moyenne:S

On calcule aussi la mayenne suivante (sur lea (N121 + I derniers instants)

N I N

,-(c, a t) = N/21 E X i S(e, AN t)

et on fait des r~present at ions graphiques des valeurs de r pour les diff~rentes valeurs de ANf
et de v.

3.2.1 Lea rdsultatu

a. Les rioultato obtenua par le filtre de Kahuan iftendu

a.1. Si on consid~re la simulation de l'observation d6.crite en premier dano'paragraphe 3.2 on
constate le ph~nom~ne suivant :Bien que le pas de temps n'ait pas beaucoup d'infiuence our
I'ordre de grandeur de l'erreur quadratique moyenne pour c "assez grand" (c~ = I ou c= A1) :?

ii n'est pas de m~rne pour c "petit". Dans ce dernier cas I'erreur augmente, presque toujours,
quand Ie pas de temps AN t diminue. Bien qu'on ne sache pas expliquer cette augmentation, ii
n'y a pas de raison pour que le contraire se produise :puisqu'iI s'agit de simulations distinctes
on ne peut pas parler de gain d'information quand le pas de temps diminue. (voir la figure 1)

a.2. On consid~re maintenant la 2"'~ simulation d~crite dans le mime paragraphe.
Pour cette nouvelle fawcon de simuler I'observation, on peut dire qu'on gagne de I'information

si on diminue le pas de temps et on s'attend donc k ce que I'erreur quadratique moyenne
diminue (ou reste constante) avec le pas de temps. (voir la figure 2)

Comme dana le cas pr&cident on a, pour les "grandes" valeurs de e, une erreur quadratique
moyenne qui ne d~pend pratiquement pas du pas de temps mais, par contre, pour lea "petites"
valeurs de 4r, cette erreur diminue avec Ie pas de temps At pour se stabiier d~s que At est
"asses petit" (At = ). Pour les 2 derni~res valeurs de e(e = 104 et E = 0-') I'erreur
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0. 10OOE-04

0.31E-03-

ID31E33

0. IOOE-0o

U.[

0. 10E.00 _____________________

0.1E 0 -

-1.8(p.. d. t.n.pt)

Figure 1: 1'erreur quadratique moyenne en fonction du pas de temps, pour le filtre de Kalman
Atendu (selon la premi~re fagon de simuler).

i U

O.e e00Ee04.p

0.316E-0x

0.13-0

'O.100 -0 - . ~%~-
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0.100E-04-

0.316E-04

0. IOOE-03

- 0.316E-03

0. I0OE-02

0.316E-02-
0 ,

0. OOE-01 -

0.316]-01 -

0. 100E+O0 

0. 3 16E.00 -0 0

-Iog(p..4 em s 'tt

%?

Figure 2: I'erreur quadratique moyenne en fonction du pas d& temps, pour le filtre de Kalman
6tendu (selon la deuxi~me faqon de simuler).
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quadratique moyenne n'a pas encore attent une valeur qu'on puisse consid~rer constante. En
outre, l'examenk de !a figure 1 montre que, dans ces 2 derniers cas, la valeur stabilis~e de
1'erreur serait, en fait, plus grande que ce que laisse penser la figure 2.

On 6tudie en suite le comportement de rt(e) en fonction d~e c, en utilisant des 6chefles
Iogarithmniques - uniquement pour les 4 premi~res valeurs de e, puisque pour les 2 derni~res on
n'a pas attent une situation "stable" -. On obtient des courbes poly~driques qui convergent,
quand At -a 0, vers une droite, i.e.

- log rat(E) t- Y + p loge).
(-2a

(voir )a figure 3)

San. - 0.106E.01

0. IOE-O1-

0.15SE-Ok-

- 0.251E-01

O.39SE-01

0.631IE-01

0. 1 OOE.O00

0.15SE.00-

Figure 3: I'erreur quadratique moyenne en fonction de e, pour le filtre de Kalman 6tendu.

Les valeurs trouv~es pour p et-y conduisent s l'approximation

rat () :- 1002-45 e0 3.

On a donc, effectivement, une erreur quadratique moyenne d'ordrc proche de /c-,

Xt A 0("Ip.
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3 APPLICATION 26

b. Lee r6sultats obteizuu pour le filtze de Katsur-Plcard. On utilise la fagon de
uimuler 1'observation d~crite en 2i au paragraphe 3.2.

b.1. Pour le schema, de discr~tisation de I'6quation du filtre d~crit au paragraphe 2.2.1, leg
courbes r,(At) et rat(r) sont repr6sent~es (respectiv.) dans lea figures 4 et 6.

0. 1 OOE .04 
*5

0. 1 OOE-03

O. 100f--02 -5

0.1001E-01

0. 1 00E.00

0. 1 00E.0 t

0. 1 OOE.02

0- 100E.03

0. 1 OOE-04

0. 100E+05 F.

Fiur 4: -.reu qudaiu moen enfnto upsdSems orl ed

Kazu-Pc-d

On obiet pou lea 'ganes vaer cl e e=Io .)dscoubsr(

res m ln Lcle el i ue2 a co te pou le "p tts vale e o n com enc

Figre 4:oi l'erreur quadratique moyenne enofoncto ur pea "dems, polur de fitr e n

attent un point 4stable" pour lee "petites" valeurs de At, sauf pour c= 10-4 et c = 10-5
(voir la figure 4).

On a donc utilis6 seulement lea r~sultats obtenus pour les 4 premi~res valeurs de c pour

tracer lea courbes rt(v), rs~presenths dans [a figure 6 (comparer avec len figures 3 et 7).
On peut trouver une explication de ce comportement dlang le fait que (voir chapiti-e 2),

quand e eat "trop petit devant At" (e << It), on risque d'avoir des acroissements abrupts dlans
l'~quation r~currente du filtre. On obtient des courbes tr~s diffirentes de ceiles de la figure 3.

F. V %



3 APPLICATION 27

0. 100E-04

0.316E-04

U

0. 1 OOE-03

0.316E-03

0. 101-02

0.3 16E-02 -

0. 1 OOE -0 1

0.3 16E-li

0. IOOE.00-

0.3 I6E.O0

I]gtp, p de lempl

Figure 5: l'erreur quadratique moyenne en foncton du pas de temps, pour le filtre de
Katzur-Picard.
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0 IOIE-01
S-05 0 270E.00

0. IOOE-01

0.231 E-o01

O.631E.01

0. 1 OOE,0 I

0.23 1E.01

0.63IE'.01

0.21 SSE.02

0. 398E.02 -

P.
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P n t: 0 10 oE0 1

o. I OoaFoI

0 1S8H.Ol

0 251E-01

0,39SE-Ol

O 631E-01

0. IOOE.00

0. 158F'U

%.

0 25 E-00

0, 39E-00

0.63~ 1 R0o

Figure 7: I'erreur quadratique moyenne en fonction de c, pour le filtre de Katzur-Picard.
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3 APPLICATION 30

On observe u6anmoinm que ces courbes tendent, quand At -0, vera une droite d'6quation

- log r = P log C
2

avec y=O0.270Oet p= 1.01, i.e.

r t--io0
2 7 0 

C 0.505

et donc, quand e -- o 0, on a encore une 6rreur quadratique moyenne proche de (')'.

b.2. On considre dans la suite lea r~sultats obtenus quand on utilise la modification du
sch~ma de discrdtioation du filtre d~crite au paragraphe 2.2.2.

On a prim la constante c 6gale 1 1. Les figures 8 et 9 r~presentent (respect ivement) l'erreur
quadratique mayenne en fonction du pas de temps et l'erreur quadratique moyenne en fonction
dese.

0. 1 OOE.04

0.3 16E-04

0. 1OOE.-03

0.316E-03

* 0. IOOE-02

0.3 16E-02

0. 100E-0 I

0.3 16E-01

0. 1 aS.00

0.316E.00

.I.S~,. d.t,.p.

V .'r
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sa 0. 3 B 8E 00

0. IOOE-01

0.25 1 E-0O

0.398E-01 -

0.63 1E-o0 I

p:

0. 1 OOE 0

0. 1 i58E.00 - _

0.25 IE.O0- ,

0.398E.00 - %

0.63 1E.00 -%

'pp

It

Figure 9: l'erreur quadratique moyenne en fonction de r, pour le filtre de Katzur-Picard (selon"
la modification 2.2.2).
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3APPLICATION 32

Pour lea courbes rat(c) de l'erreur quadratique moyenne en fonction de c (voir la figure
9) on a trouv6 comme "droite limite", quand At - 0, la droite d'6quation

- log rat(c) = 0.318 + 0.914(--1 log 6),
2

i.e.
tat(c) t- 0 .14c047

On eat maintenant un peu au deusous de l'ordre O(V17) mais, par contre, on a une constante
plus petite que celle de la figure S.

3.2.2 Remarqueu

On a vrifi~ numiriquement les r~sultats (17) et (18) du chapitre 2. Effectivement, on a obtenu
pour ces deux filtres, le filtre de Kalman 6tendu et le filtre de Katzur-Picard, la mame ordre
d'erreur. 11 faut tout de m~me remarquer la simplicit6 du deuxi~me filtre par rapport au
premier.

11 serait intiressant de r~soudre I'6quation de Zakai pour obtenir la densit6 conditionnelle -

q(t, z) et ainsi calculer le filtre optimal k(t. Au lieu d'6tudier 1'erreur quadratique moyenne
par rapport au signal simul6 Xt on pourrait alors faire la mime ktude par rapport it et

essayer de v~rifier num~riquement le r~sultat th~orique (16) (voir chapitre 2, paragraphe 2.1)
qui pr~dit un 6cart d'ordre c.

On pourrait aussi 6tudier num~riquement l'6cart entre le filtre de Kalman tendu et le
filtre de Katzur-Picard qui, th~oriquement est d'ordre c.
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Piecewice linear filtering with small observation noise.

W.H.. Fleming*, D. Ji* and E. Pardoux**

Abstract We consider a piecewise linear filtering problem with small observation noise. It is

shown that one can construct an approximate finite dimensional filter which uses a bunch of

Kalma, filters, together with a test procedure to decide which Kalman filter to follow.
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1. Introduction. V

The aim of this paper is to propose an approximate optimal filter for the filtering b

problem:
dxt = f(xt)dt + dwt

dyt = h(xt)dt + E-dv t  '.-a

where (x,} is a scalar unobserved process, (yt) is a scalar observed process, e is a "small"

parameter, Jwt} and (v,) are mutually independent standard Wiener processes. We assume that

i= 1 where . I are disjoint intervals, f and h are continuous mappings from

R into IR, whose restrictions to each Ki are aff'ie.

Roughly speaking, our result is as follows. Provided a certain "detectability hypothesis" is ."'

satisfied, an approximate optimal filter is given by one of a set of 2 Kalman filters, the decision "

about which Kalman filter to follow for a given period of time being taken in view of the outputs of

the Pl Kalman filters.

Let us sketch the general ideas on a simple example. Suppose that = 2,1I = R and

12 R + . Suppose that:

='F+x x>, .
f(x) =F~x x<. "a

h(x) = + x•O 
0P

H x x 50 .. '

We now consider the two linear filtering problems:

dxt = F+ x, dt + dw-
(1+) ..'

Idyt = H+ xt dt +a"dvt

b

V
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!dx, = F. x, dt + dw,

p (1- dyt = H- xt dt + e dv t

to which one associates two Kalman filters (KF+) and (KF), with outputs

( xt, Rt+) and ( x, " Rt- .

If H+ H_ > 0, then h is one to one, and since e is small, we can almost deduce from

{ , s - t } the current value of h (xt), hence of xt . More precisely, from the results of Picard

[8],[9],[10] ( see also Katzur - Bobrovsky - Schuss [6], Bensoussan [1], Ji [5], we know that the

conditional law of x,, given 'ft = a {Ys; 0:< s < t } has a small variance.

V If for instance xs > 0 and is significantly different from zero for any se [ t - cx, t ] (in which

the same is true for x; ), the conditional law of xt given ft is almost completely concentrated on

R+ (at least with probability almost one ) and consequently the output of ( K F+ ) is very close to

the conditional law of x,, given t ( as we will see below, the way in which ( K F+ ) is initialized

does not play a significant role ), at least with probability almost one.

Suppose now that H+ H- < 0 . Then we need some "detectability hypothesis ". Indeed, if

f(x) - 0 and h(x) = I x I, then clearly the conditional law of Xt given Ut is symmetric with respect

to 0, and cannot be reasonably approximated by the output of a Kalman filter.

Suppose now that I H+1 I H1. Then, for C = 0, the quadratic variation of
dyt
-t- = h(x t) tells us whether xc < 0 or xt > 0

'a, One may then expect that for E > 0 but small, the conditional law of X, given t has again a

small variance, and that a decision about which of ( K F+) or ( K F_) to follow might be reached

by comparing the outputs of these two filters. The proof these facts is the crucial step in our

argumentation.

Our result are illustrated by the numerical results in Fleming et all [3] . Let us insist upon the

.5 fact that the hypothesis of a high signal - to - noise ratio is crucial for the validity of the algorithm

which we propose . Without that hypothesis, the conditional law would.spread out over the whole

real line, and probably none of the Kalman filters would give an acceptable approximation of the

%.2.'o.,,



conditional law. A totally different algorithm is proposed for that situation in Pardoux - Savona

[71.

Generalisations to higher dimensional situations, as well as to the case where f and h are

nonlinear and h piecewise one to one, will be considered elsewhere.

The paper is organised as follows. In section 2, we formulate precisely the problem and the

assumptions, as well as some technical results which will be needed in the sequel. Sections 3,4

and 5 study in detail the case where 2=2, Ii= R_ , 1= R, , and h is not globally one - to - one

and satisfies a "detectability hypothesis". In section 6, we summarize an approximate filtering

procedure for the case studied in the previous sections, and indicate the procedure in the general

case.

2. Formulation of the problem and preliminary lemmas.

We consider the two-dimensional process { ( xt,y t ), t > 0 } which solves the following

stochastic differential system: i.

(2.1) xt = x0 + fO f(x,) ds + wt

(2.2) Y, -- h(x ) ds + e v,

Here {wt ) and {vt) are two mutually independent standard Wiener processes, x0 is a random

variable independent of { wt , vt; t >_ 0 } with E[exp(cx 0
2 )] < -, for some c > 0, defined on a

probability space ( , F, P); f and h are continuous mappings from IR into JR ,which

have the following special form. We assume that IR = _ , where 1 .... I are closed

intervals with disjoint interiors, and the restrictions of f and h to each Ii are affine functions, i. e.

f(x)=Fx+ fi , xe Ii , 1< i P

'.1 . ..... "



h(x)= H x + hi , xe 11 _

where F1 ... F , f, ... f , G1 ... G g, g g...,g R.

{xt) is an unobserved process,while {yt) is observed. We define:

t= Gy; 0 s _t)

and seek to compute at each time t the conditional law of xt given ^d,. Our aim is in fact to

obtain an asymptotic result, as e -- 0, concerning a finite dimensional filter to be described later.

We will assume throughout the paper that:

(HI) Hi1*0 ; 1 _< i < P

let us now formulate a "detectability hypothesis" which will be assumed to hold throughout the

paper:

For any point (ij) E 2.... s.t.

• -(H ) i j and h(Ii)rh(Ij) has a non void interior,
2 23

Hi * H

For i = 1,..., , we can consider a Kalman filter (K Fi ), which is the optimal filter for the

case where:

f(x)=F i x+f i , h(x)=H i x+hi,VxE R.

The Riccati equation for the conditional covariance in (K Fi) reads:

i2
dIV (HiRt)
d"-t = 2FiR2 t R +  2

E

This equation has for small e a unique stable positive invariant solution, equal to:

=F 

2 2

7A%

Si I i F

Aj"*-5 'I
)
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2 2 Ne Fi Fi I

-.

Let us define K + sign(H)

The optimal Kalman filter associated to the initial law N( E(x0 ), e Ki / Hi) is given by :

(K.
dx' = (Fix t + fi)dt + -'(dy t - Hix dt)

(KFi) r
0x- E(x0)

In most of the paper, we will concentrate on the case P = 2, in the which we will assume,

without loss of generality, that:

f,= 2 = h, = h2 = 0,

1 R-,12 R+

We will then use the notations:

I = 11 , F = F1 , H = H1

I+ = 12, F -F 2 , H+ = H2

Let us close this section with three lemmas. .5-

Lemma 2-1

Let U I.... UM be i .i .d. random variables, with joint law N( 0 , 8) . Then for any

a>O ,
2 M

P max IUk a < 1- -eC<1kM k

IS--,- .. e



'Sl

Consequently, when 8 - 0 and M -4 + oc in such a way that M8 = C,

P max I Ukl I a <5 M e eC<_IcSM l i >

Proof:

If 8 is a r. v. with law N(0, 1 ),

2

P(10 > a) 2 e dz < e 2

Consequently,

P max I Uk I < a = P 1 <kI

2k M

0

Lemma 2.2

Let{ I , n e N be a sequence of i. i. d. random variables. Let (D (u) E [exp (u { )I.

Suppose that (1 is finite on a neighbourhood of the origin, and that (u ; ( (u ) _ k } s closed

for any k r =R .Call p. the common mean of the 's. For any 0 > 0, there exist C > 0 such

that for any n r N-

1( n > < CenC

P . .n. . ... . . .e- d
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Proof:

this is a large deviation estimate, which can be found e. g. in Ellis [2].

Lemma 2.3

Let ( xt, t 0) denote the solution of (2.1) .Then for any t > 0, there exists

2
c>0 such that Eexp c sup x < +00

Proof:

This is Theorem 5.7.2 in Kallianpur [5].

0

3.- The case of two intervals with H+ H. < 0. First step.

We shall treat the case H+ > 0, H < 0 (i.e. h(x) >0, Vx) and use the notations

I H I -- sup ( H+ -H) , IF F.I ). Recall that assumption (H2 ) is in force.

Since we want to decide on which side of 0 x, is, we first need fo find intervals of time on
"t

which no zero crossing takes place, at least with conditional probability almost one.
let 0]a<b M= ,and for = , I... M-1,define" "'

1 -( -y ),dfie
Ye - ( Y a+( R +1 ) C "Ya+ E )

0 -1

a+ (e+l) E:.-

Sp= { h (x) ds

a+R E

lie

%



Ve= (v -v aE

Note that -S

YR= Se + V1

Define moreover the events:

B. (a,b)= { xt > 0; a t 5b }

B (a.b)= xt < 0; a - t _ b 1.

In case when there is no ambiguity, we shall simply write B+ and B-.

Choose c > 0, and define:

C= { Y21 c ; 0 5 P _ M-1
S.

Proposition 3.1

For any F0 > O,thereexists k s.t. for any EE (0, -).

P((B+uB-)c/C) < ke- k/E

Proof

cC
if I Y _c and IV -I--- , then I S I c which implies that there exists

,-.

tR G [a+Rs,a+(Q+1)e] s.t.":.

C .%

2- 2

I h(x,)l 2!

and
Ixt >_ c1 = c/2 HI

It follows that on (B+ u B_)c r) C, we must have either:

" " -," -.' ". .'" " .€2 " .'.2 :,2..', c,:*2. ";.'.2,;r ,e:':. ., .'2 '-''-';2.' 
" '.

".:.r .'2 ':, '.' .".:," r,'. '.r7,' .':':, : 5-



sup IVR I

or else

sup sup I x - xI cl
O 4 a+EE5S! tSa+(Rs-)c

From lemma 2. 1, V c 0 , 3 co >O s. t. , V cE (O,p)

-)

P( sup IV 2 1I 7 ) c e- /

O05KM-i

Now, for a+ 9 e-!s~t:a+(E+l)E,

Ixt - x 1 :- l F I a<- x~)lWs-w
I (SU~bl t 1) I W

Consequently,

sup sup Ix -X I -ac c
2 !SM- a-,-2-Ss<t-<a+(P+1)c

c( sup/x/>---u{ sup sup /w -w ~/
a<-t:b t 2e/F/ 2 M-l aI.<t-a(+~ a-

It fllow reailyfromlemm 2. tha thee eistsC2* - %

Ov W %
!S.,



ci 2

P( sup Ixtl > -) - 2 e

a< b 2tIFI

Noting that the sequence

sup 1wt-w+I ; a < 1 _ M-1} is i.i.d. ,

a+P-E<t<a+(9+1)e

and that:
C1  C 1

P( sup Iwt -W 1 ) 2 P (Iw. -T)
a+P _:5t a+(2+I )e

It follows from the proof of lemma 2.1 that

.

Ve>O, c3 s.t. VE 0, P

c t e-C3/F-

P( sup sup 1wt- W a+11 >_ - 3 ) -i
_.M-l a+2-t-<ta+(2+l)E 4,.'

k-

Finally, it easily follows from the above that P(C) is of the order of one, Vt > 0.

13~

-%
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4. The case of two intervals with H+H_ < 0. Second step.

We now want to show that, once we know that no zero crossing has occured on [a,b]

with probability almost one, then we know whether {xb > 0 or {xb < 0) , with a very small V

probability of error.

For that sake, let us define, with the notations introduced in the last section:

1 ' (Y+ 2 ,

b - a Os_:<M-i; P odd

-e -(Y+ -Ye)
b - a OP<_M-1; 2 even

On B+,
b

Y +I " Y P S9+1 SP + V +1 -  V P .

(WHe w s  s+VH l +F+XdUd-~ 1 a ( w w,) ds + Ve*44 - Ve + Hx~ a+24Eu+ ds

a+2E a+9c S

(P 2 a,~
S b- a P odd 2 +baodd )

Ze= 2 2%
Z -  cat -ve , e (  + 2 aJ e  "

b - a 2even 2 ba Eeven

where"

,,,~tr,,/,rt.,,',, ,.."r ,,,..,,',," " i,,," .,'j,,. ".,. " " -" - ' " "'." ''. -. - ",,. ",, ". ",." "'". ".' ." ." ,.' ." ' '"'- '.' -"'''. ". ". '.''." ."' 7"

"=,= " 
"

,,, -= ~ ''- 
' '' -a' ' " ' "-.'.; 

" -" " "
" € 

- J
.. ... ' ," .*- ' _~%*.* J , _- " , .- %- a " %" ° ." _ , * ,"* -
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a+(1+1)E

H+J
c= w - w )ds + Ve

a+9E

H s+ a(2+1) s+E

a+E S

Note(that +x N(O02E(1+H+ 3 )andboth sequences Ix E odd and

E even ) are 1. i. d. .Call M the number of odd integers in the interval [0 , M -1], and Me the

EMO EM e
number of even integers on the same interval, and define p. a , p .-. Note that

p0 and P areHbothcloseto 1/2.

We are going to show that:
,%

I

oa a ZO eeeIst- s ranB ce,EM

2
P~~~~ ~ Z p 3r)B ceC

-- )r~ b '-'-b- "Nteta

and similar estimates hold with Z replacedby Ze, po by Pe

Let us first see the conclusion which can be drawn from lemma 4.1. Suppose to fix the ideas

that H. > H-

Define:

..

P { I Z °

... 9o.(1 + .>~ 0}.B <__%~ ce.,N .-..- *. .

. . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . .



C= C(h { > <PO r2 H 2 ;+H-

Note that C u C- C, and C r-)C- 0

Proposition 4.2

For any e0> 0 ,there exists k s.t.

P(B1-C4 ) e

and

P(BcC ) kek E

for any E E (0 EO .o

Proof

Let us prove the first assertion. It suffices to estimate the quantity:

P (~ n~r C+)b

22

where 6(H 4  H~ The desired estimate then follows from Proposition 3.1 and

Lemma 4. 1. 0



Proof of lemma 4.1

Let us prove the first estimate. We need to estimate the following three events •

G = 2o E2 2 > b ,

2 odd •

H2 b-a.P e > -- 3
.12 odd

I'{oddb-
The existence of c > 0 s.t.

P(G) <c e c/E

follows from Lemma 2.2. Note moreover that

E H, -< HFl sup .b odd TE [tl(t2] 1)
..

Using Lemma 2.3 and the Markov inequality, we then deduce the existence of c > 0 s.t.

P(H) c e-c/E

Note that:

C sup I12 I sup IxZ l I> 6 H4 F
P t odd) 6 1Htt2 ] +

-w

1/4
C sup) IX2I > ,E sup Ix > E-1/4

{ odd} 61H+F+ 1}}

Using Lemma 2.1 and Lemma 2.3, we deduce:
c -P(H) < -e + ce

.
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The result now follows from the three above estimates. 0 
S.

5. The case of two intervals with H+H < 0. Third step. 
'

We want now to show how the decision between {xb> 0) and {xb< 0) can be made from

the outputs of the two Kalman filters (KF+) and (KF_) . For a < e < b , let us define the test

statistics
b b

S(H+ xs+  H xs ) dys  I H+ x,+ [I H xs
2 )dsE= " 2 F-

e e

Using the representation: v

dys = h, ds + E d v ,

where hs = E (h(xs)/gs) and (v,) - the innovation - is a standard Wiener process. L. can be

rewritten in two ways •-

b fb

L H+x s  H x - 12ds + H-x s )dv s +

I.?
Ef, + Sx + 

,.

e e

(5.2) L 1 - H+Xs + - H xs I ds + H+xs H. x- )d +

(5.2) 
L 2.

I 

%=I

5'



+ (H x - H -x, " )h, H -x ) d s  'V

Define C+ (a,e) an C_ (a,e) as in § 4, but with the interval [a,b] replaced by [a,e]

Define morewer :

Yt+C" Yt
,t inf{ t; t a a+ CF, <M - 1; t 2!e; < c },.

.,I

where c is the constant which is used for the definition of the event C . ;

We want to estimate :
E Ie  hs - Ha+ ds, C+(a,e).

as well as the same quantity with + replaced by -... i'I

We decompose:,
J+++ +hs  - Hx s = hS  Hxs+ H+(x xs

where xs is the conditional mean of xs, given ' s b in the following filtering problem [a

Defiie Xwer:t

+t =f(x) taa H+ x t .
Wwa t toetiae

dy t =x (hxt l{a +w HS~ t a 2dt + dv dvS2 yd ! :b

a ( ah a 2Fx5 Id;CLae

ashell as ther sam qunst w the ieplace byw on (tn.w+ar utal

.,,,

ht -H+< lhitHx+

Deinennt t Wiener proes un P+ X ~t

wheeZistep con sditionasmeanof give inte f n f rb.

dx fx)1cl+Ft 1 1>))t+d~ a.

Then Zt  dP Idy whr P( h e intal a onx 1(f) , ndt {wt +~ },{ r mtal r

dene stndr Wienerx) process une P+ .i"

I

(/at "aa.
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p

dZt=xtZtdwt + yt Ztdvt't a;Za=l
C

dyt = h(x t) dt + e dv, p

It follows from the theory of filtering that:

" I ^+ +
dZt =-Zt(ht ht + yt )dvt

where Z= , = E, = and v) is the

P+ innovation, i e.:

dyt = Hx dt + edvt , t > a

Clearly,

d Zt  -Z t (H+ xt  ht )dv t

t tA 11
/ 1"' + + -- + , 2

Zt= exp - (H+ xs -hs)dv 2 H+xs +- hS I dsex s(H s2£"S

a a

Az zZ

But x-= EZ Y/ 1 It then follows from Jensen inequality and the fact thatZ "
e

C+(a,e) E "
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+ 12 2 2k

IH+ x hs ds;C+(a,e) - E E I F+xs - f(xs) Ids;C(a,e) +
-e -e

+ E I H+x - h(xs) I 2 ds; C+(a,e)

N-.,

It now follows readily from Propostion 4.2

Lemma 5.1 For any F-0 > o, there exists k s.t. V , r (0,0) ,

- 12 k/ I FC EE I H+-xs  h - I ds;C+(a,e) < ke

N,

_a

and the same result holds with + replaced by -. o .

Note that the same bound holds for the quantity:

H+Xs hs I ds; C+(a,e) n C(a,b)
,,

We need now to estimate the difference I's+ - Xs+ I , e s b Note that (xt t _ a)

and { xt , t < a) are solutions of the same linear filtering problem with different initial laws, the

second one being non gaussian. Let 'Y C ={y s -ya; as-t) ,t:-Ia,Since fa and cY(Xa)V

ta are conditionally independant given a(xa), for t _ a,

(54) = E. .[-E-/xa, t .

Define Xa := E+( xt/xa ) Xat+ is the output of a Kalman filter. More precisely, we

Ai



have:

d xa+ F x +dt + dH + dt a VaE + a 2 (da- ~~ t) a, a~~~

2
d (H+, Raj )
dt at 2 R +a 1t a Raa0

F,,

RH'
Define K,(t) = It iseasily seen that V p > 0 3 k s.t. V t a a+p,

(5.5) 1 K+ - K+(t) I k ek/E-

Morever,%

d( xt =a~ F( + K (' -a )dt +

- K+(t)dy, a(5.6) + (K~ - K ()- + +dt + +dj >

+ + +x -X = x -xa a~a a a

Since K+ H+ > 0 ,it follows from (5.5), (5.6) that there exists k s.t. V F- > 0,

V t F [e,b],

I xa~ Xat+I k +(1Ilxa e- k/E.

Finally, using (5.4) , we obtain:

Lemma 5.2 The exists k s.t. V E- > 0
b

E Ix + x + l2dt k k

eb
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From Lemmas 5.1 and 5.2, and the analogues with + replaced by - , we deduce :

Lemma 
5.3 

5.

For any F0 >0 ,there exists k s.t. Vs E (0,0) ,

fb +12
I - H+x s  ds C+(ab) j ke

and b

h x - x - I ds• C(a,b) k e-

Theorem 5.4

V&-0 > 0, 3 k > 0 s.t. for any Ce (0, 60j),

P({ LE < 0) r C+(a,b) )- e-k/ FE

and P(fLF> 01 r C-(a,b)) e-k/- 'c

The proof of the theorem relies on the following Lemma:

Lemma 5.5

Letzt =H+xt+ -H-xt;3c>0s.t.Ve O >0, 3ks.t.V e (0,F£O),

b

P (- zs d s < c ) < e -'

e
ze
5.

5.

.. S. ~ .'. a~. *5 * ~ 5*| ,%.
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Proof of the Lemma (outline)

We have: HK

dz t = F "lzdt + (F - F )H xt- dt + I

K H + t

(H+K+ - HK) dt + dv.

H K

d zt  F+ + zdt + (F+ - F )H_ xt dt +

h1 -Hx -  j
+ (H+K. - HK.) dt + dv t

It follows from the variation of constants formula that both on C+ (a,b) and on C_ (a,b),

z, is the sum of three terms zt = zt( 1) + zt( 2 ) + zt( 3 ), where zt(1) is of order Fc, zt(2 ) is of order I
and the third one is exponentially small. The first term is the crucial one, which solves:

dzt(1) = (F+ - CI HK_) zt( ) dt + (H+K+ - HK) dvt

with initial data ze(1) having the invariant distribution. By introducing a new time 'r such that E t

t - e, the required estimate reduces to a large deviations estimate for the ergodic process in the time

scale t.

Proof of the Theorem I
'.5

Let us prove the first estimate only.We now rewrite L for the case co C+(a,b) as :
b b .. ,lit.

IH~x - H x 12 ds + (Hx s  H x)d- +

+ -- bHx+ H x- 2ds + - H+x +  Hx)(h - H+xs+)ds

e e

..w
We first show that the sum of the last two tems is nonnegative with very high probability. Indeed, r

'..



it is bounded below by
b b[

1 b2 2 bA+ 2X =- IH+xs+ Hx s" 12ds- I hs- H+ xsI ds

e e

For any 0>0 ,

P( X<O nC+(a,b)) _ P - Ihs - H+x I2 ds - 0 (" C+(a,b) +1 -
+P f 1Hx+ H xs" 12ds <5 0

It then follows from Lemma 5.3 and 5.5, provided 0 is chosen adequately that:

P({X <0) n C ) - e- k] ' F-, for some k and F- small enough.

Let us now consider the first part of LE. Let us define Mt = e 1/2efI z dv5. We need to

estimate the quantity P( Mt < - E- 1/2 <M>t ). From Lemma 5.5, it suffices to estimate P(A), where

A =[M t < .-- /2 <M>t } r) ( <aM> t _> cc

Using the facts that E[exp(X Mt - (X2/2) <M>t)] = I and on A, if X < 0:

x Mt - (X2/2) <M>t >_ [-X/4 X2/2] <M>t >_ [-XJh] - X2/2] ct

Now chosing X adequately we have that for ;ny k > 0 and £ small enough,

P(A) _< e-k / F

The proof is complete. e

Therefore, knowing that we are on C, L. is a good test statistics to decide whether we are

on C+(a,b) or on C.(a,b), i.e. essentially whether {xt > 0 , a t b) or {xt <0; a t b) .

Note that Lemma 5.1 proves that xt+ (resp x- ) is then a good estimate for xt , e < t < b.

It follows moreover from the above that the variance of the conditional law is of order of F.

-~~~~n ,- ?6 .W''. ~ ~ ~ ~ ~', . -0%. .
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6. Summary of the procedure in the first case, and the general case.

Let us first summarize the procedure in the case studied so far of two intervals with

HH <0.

1- At each time k E, k e N , we compute Y~41 ) - Y k , and check whether or not its

absolute value exceeds a given quantity c

2- As soon as the first test is positive over a certain time-interval, we start running the L.

-test, possibly in a sequential way.

3- As soon as we have an answer from the L.-test, we follow the corresponding Kalman

filter (one might continue to run the LE -test, in order to correct a possible wrong decision).

Note that before we get any answer from the tests, the estimate of x t is zero. During

a given time interval, this is not a very good estimate. But that situation seems to be inevitable.

Indeed, numerical results [3] indicate that, just after xt has crossed zero, the conditionnal density i

has two peaks on both sides of zero, and it takes some time before one of the peaks disappears.

The reason why we do not suggest to use the results of §4 to build a test for the choice "

between ( xt > 0) and ( xt < 0) is that a test based on the approximation of the quadratic

variation of an approximate derivative of yt would not be very robust. Similarly one might wish

to replace the test based on the values of Y(k+I)E - Y ke for several consecutive k's by a test

using the outputs of the two Kalman filters. Indeed, on can show that the difference h(x) - H+ xt +

is always at most of the order of ",] . Unfortunately, due to the presence of the local time term in

the expression for h(xt) , we were not able to get a good enough estimate for the probability of

error associated to such a test.

Let us now discuss briefly the case where H+ H_ > 0 , and the general situation. In

the case of two intervals, IR and R + , with H+ H > 0, h(x) is one to one, and clearly no test

is needed to decide where is x t . That decision is in that case obvious for the values of xt* and

.-- .J' --d'' ..... . pP



x-. One might also in this case invoque the result of Picard [8].

Finally, in the general situation, we have to detect each crossing by x, of local

maxima or minima of the function h, and choose among the several Kalman filters which to

follow. One can either construct L -type tests only between adjacent intervals, or else betwen any

pair of two distinct intervals, depending on the confidence one has in the decisions previously

taken. The latter obviously depends on the lengths of the various intervals, as well as the difference

between the values of adjacent I Hi I's .

Let us finally remark that for the case of two intervals IR - and R + , the problem can

still be solved if H+ = - H , provided F+ # F . However the technique is different, and we do

not develop it here.
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